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t d’adaptation 



INTRODUCTION (,) . 


La Nomographie a £>our objet l’etude generate de la representation 
graphique cotee des equations a n variables, en vue de la construc- 
tion de tables graphiques traduisant les lois (vqj.sc) mathematiques 
dont ces equations constituent l’expression analytique. Ces tables, 
dites nomo grammes , permettent, au mojen d’une simple lecture, 
guidee par la constatation immediate d’une certaine relation de posi- 
tion entre elements geometriques cotes, d’avoir la valeur d’une de 
ces n variables qui correspond a un sjsteme de valeurs donnees pour 
les n — i autres. 

Cette discipline speciale est nee du besoin qui s’impose a tous les 
techniciens d’echapper a la sujetion de calculs laborieux, fatigants 
et sujets a erreur, grace a l’emploi de tables de resultats tout cal- 
cules pour les relations mathematiques auxquelles il leur faut fre- 
quemment recourir. 

Or, les tables purement numeriques ne se pretent pas a un usage 
courant pour plusieurs raisons : leur etablissement comporte so-u- 
vent des operations de calcul assez laborieuses; l’interpolation j 
exige de petits calculs supplementaires ; enlin, et surtout — c’est un 
point sur lequel il convient d’insister — elles ne peuvent etre congues 
pratiquement que dans le cas de deux entrees; l’introduction ne 
fut -ce que d’une troisieme entree exige la* formation d’une serie de 


(*) Entierement differente de celle qui figurait en t^te de la premiere edition et 
qui avait un caractere plus strictement historique, cette Introduction resume, a 
notre point de vue, la philosophic du sujet. Quelques details historiques, emprunt^s 
a l’ancienne Introduction, ont ete reportes, sous forme de renvois, dans le corps du 
volume. 
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tables a double entree, cbacune de celies-ci etant cotee an moyen de 
la valeur c'orrespondante de la troisieme .entree ; outre Fencombre- 
nient qui en resulte, on reconnait aisement qu un tel dispositif a 
Finconvenient de ne se preter, d'une maniere pratique, ni a la deter- 
mination de la variable constituant la troisieme entree, si elle est 
prise pour inconnue, ni a Finterpolation portant, dans tous les cas, 
sur cette troisieme entree. 

Un exemple va nous permettre de rendre cette consideration plus 
frappante : on a parfois, en vue de certains problemes d'Hvdrauliquc 
ou de Resistance des materiaux, a resondre des equations completes 
du troisieme degre 

— {— IX Z^ — Z — 1— CJ — O. 

Supposons que Fon veuille fournir, sous forme de tables niinie- 
riques, les racines positives d'une telle equation ( 1 ) pour Unites les 
valeurs des trois coefficients n, p, q variant de — 10 a 10. II faudra, 
d'une part, construire autant de tables a double entree que l’on 
voudra considerer de valeurs distinctes de n. Si, par exemple, on 
fail varier n d’unite en unite de — 10 a io, ccla en fera vingt et une. 
Sur chacune de ces tables, dans la case placee a la rencontre de la 
rangee repondant a chaque valeur de p, par exemple, et de la colonne 
repondant a chaque valeur de q , il faudra inscrire les valeurs des 
racines z correspondantes, elles-memes obtenues par d'assez penibles 
calculs. II n’j a pas lieu d’insister sur la complication d'un tel travail 
non plus que sur la difficulte d’operer, avec de pareilles tables, ties 
interpolations portant' a la fois sur les trois coefficients. 

Que Fon se reporte maintenant a la figure i >. \ du present 
Volume (n° 104 ). G’est la solution la plus simple cpie fournisse la 
Nomographic pour le meme probleme. II suffit, avec ce nomogram me. 
de tirer une droite entre les points cotes an moyen des valeurs de /> 
et de q respectivement, sur les deux echelles laterales, et de lire les 
cotes z des droites paralleles a ces echelles qui passent par les points 
de rencontre de la droite ainsi tiree et de la courbe cotee au moyen 


( ) Les racines negatives pourraient toujours ctre obtenues. en valeur absolue. 
coniine racines positives de la transformee en — s. 
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de la valeur de n. Quant aux interpolations portant aussi bien sur z 
que sur les trois coefficients, elles se font a vue> sur un tel tableau 
avec la plus grande facilite, ainsi qu’on s’en rendra compte de fagon 
plus precise par la suite. 

Mais il y a plus ; alors que le calcul des racines a inscrire sur les 
tables numeriques ci-dessus visees exigerait un labeur et un temps 
considerables, la construction du nomogramme represente par la 
figure 124? la fois tres expeditive et tres facile par le procede 
indique au n° 101 (puisqu’elle n’exige que quelques projections suc- 
cessives faites a partir d’une echelle metrique) peut etre effectuee 
par un bon dessinateur en une seule seance d une heure ou deux tout 
au plus. 

Get exemple fait bien sentir, de prime abord, pensons-nous, 
quelques-uns des avantages tres sensibles qui s’attachent a l’emploi 
des nomogrammes : rapidite d’etablissement, facilite et precision de 
Interpolation, et, par-dessus tout, possibility d etendre le nombre 
des entrees ( 1 ), meme au dela de trois, alors qu’on ne saurait songer, 
avec les tables numeriques, a franchir cette limite. 

★ 

* * 

Les premiers nomogrammes, etablis dans le cas de deux entrees, a 
la fin du win 6 siecle ( 2 ), procedent d’une idee qui ne s’est pas pre- 
sentee sous cette forme a leurs auteurs, mais qu’il est neanmoins 
commode de form'uler ainsi : les trois variables , z 3 , que constituent 

les deux entrees et la fonction, etant prises pour des coordonnees car- 
tesifennes a?, y, z, Fequation qui les lie definit alors une surface que 
l'on peut representer par la projection orthogonale de ses courbes de 
niveau en z, effectuee sur le plan des xy. 

Cette facon de presenter les choses est a la fois simple et frappante; 


( J ) Nous signalerons encore, comme exemple particulierement typique des avan- 
tages attaches a la metliode nomograpliique, celui relatif au tir de TAi-tillerie, que 
l’on trouvera plus loin (Chap. V, Sect. Ill C; voir notamment n° 122). 

( 5 ) Voir le premier renvoi du n® 16. 



VIII 


INTRODUCTION. 


die a toutefois l’inconvenient de masquer les extensions possibles de 
la methode nomographique, faute a Fimage geometrique sur laquelle 
die se fonde de se preter a une convenable generalisation. 

Ce premier mode de figuration, applicable a toute equation a trois 
variables, est reste le seul usite, et encore de facon assez restreinte, 
jusqiFa ce que Lalanne Fait complete par son ingenieuse idee de 
la graduation des coordonnees , nee* en 1 8 4 3 , et qui consiste a 
la ire correspondre aux variables et z 2 des coordonnees x et y qui 
ne leur soient plus simplement proportionnelles, mais qui en soient 
des fonctions convenablement clioisies, de facon a obtenir, pour les 
lignes correspondant a une meme valeur de z 2 (les isoplethes de cette 
variable, suivant.la locution adoptee par Lalanne), non plus les 
courbes auxquelles aurait conduit le mode de representation purc- 
ment cartesien d’abord envisage, mais de simples lignes droites 
chaque fois que la chose est possible. Une telle transformation, 
baptisee par son auteur ananiorphose geometrique , en introcluisant 
dans la construction des nomogrammes une tres notable simplifica- 
tion dans un grand nombre de cas de la pratique, a sensiblement 
contribue a la diffusion de leur emploi. Rappelons, en particular, 
({lie c ? est ainsi que Lalanne a pu construire les tableaux graphiques 
bien connus cqui ont servi pour les calculs de terrassements que 
comportait l elablissement de notre premier reseau de chemins do 
fer, execute en vertu de la loi du ii juin 1842, tableaux qui, 
d'ailleurs, sont restes depuis lors longtemps classiques. 

Mais si cet artifice venait realiser, dans un grand nombre de cas, 
une amelioration appreciable dans la construction des nomogrammes, 
il n apportait aucune modification a leur essence meme, chacun d eux 
se composant toujours de deux faisceaux de perpendiculaires aux 
axes des x et desjp correspondant aux variables z K et z 2 et formant 
quadrillage (‘), et d’un sjsteme d’isoplethes (s.^) tracees sur ce qua- 


( l ) Aiosi que nous le tenons de la bouche de Lalanne lui-rneme, c’est en raison de 
Taspect de damier (a6ai;) de ces tableaux que ce savant ingenieur leur a applique 
le terme ftabaque, etendu depuis lors par nous-meme, dans TOuvrage 0.4 (de la 
liste qui suit cette Introduction), ainsi que dans la i re edition du present Traite* 
a toute espece de table grapliique cotee, et adopte a notre suite par de nombreux 
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drillage, curvilignes dans un cas, rectilignes dans l’autre, la relation 
de position a observer pour la lecture du nomogramme restant la 
meme dans tous les cas, savoir le concours en un meme point des 
lignes cotees au mojen des valeurs de z t , z 2 et z 3 . 

II etail tout naturel de pousser plus loin encore la generalisation, 
relativement au cote constructif des nomogrammes, en adoptant pour 
lignes cotees (^ ( ) et (z 2 ) non plus seulement des perpendiculaires 
aux axes, mais des systemes de droites quelconques, comrae Massau 
l’a fait le premier en 1 885 , ou meme en faisant correspondre a I’ une 
ou l’autre des variables un systeme de cercles ( 1 ) . 

Pour ce qui est de la generalisation relative au nombre des va- 
riables, ce mode de representation par lignes concourantes venait se 
heurter au meme obstacle que les tables numeriques par suite de 
l’impossibilite de faire figurer sur un plan un systeme doublement 
infini de lignes, dependant, en plus de la variable z 3 , d’une nouvelle 
variable z A ; et a fortiori pour un plus grand nombre de variables, 

Ce n’etait que dans des cas tres sp^ciaux qu’on pouvait, grace a 
certains artifices, atteindre a un nombre d’entrees superieur a trois. 

Le developpement pris par la theorie nomographique a permis, 
depuis lors, de ramener ces artifices (comme le glissement du trans- 
parent et l’introduction des echelles binaires dans les abaques 
hexagonciux imagines en i885 parM. Lallemand) a cet unique prin- 
cipe : une equation a n variables n’est susceptible de representation 
par lignes concourantes que si, moyennant l’introduction appropriee 
de variables auxiliaires. elle peut etre remplacee par une suite d’equa- 
tions ne contenant chacune que trois variables, ce qui peut s’exprimer 
en disant qu’elle est dissociee en equations a trois variables ( 2 ). , 

Or, on rencontre, et meme tres frequemment, dans les applica- 
tions, des equations a plus de trois variables non susceptibles d’une 
telle dissociation; l’equation complete du troisieme degre ci-dessus 
envisagee en est notamment un exemple; il fallait done, pour arriver 


auteurs qui out continue a s’y tenir, alors qu’il nous a paru preferable de lui substi- 
tuer, dans le cas general, le terme plus correct de nomogramme . 

(1) N os g et jg l’Ouvrage 0 . 4 . 

( 2 ) Voir plus loin n° 52. 


d’ocagnr 
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a les representer sur un plan, introduire a la base meme du mode de 
representation choisi une modification plus profonde que celle resul- 
tant d’une simple anamorphose; c’est la la reforme capitale qu’a 
permis de realiser le principe des points alignes dont l’apparition 
eut lieu en 1 884 dans le Memoire 0 . 1 . 


Pour avoir une juste notion du champ d’utilisation de ce principe, 
il est tout d’abord indispensable de savoir que l’immense majorite 
des equations rencontrees dans les applications pratiques (99 pour 100 
peut-etre) sont susceptibles mojennant, en de nombreux cas, l’in- 
tervention d’une anamorphose, d’etre representees par trois systemes 
de droites concourantes. Cette indication fait immediatement res- 
sortir la portee a peu pres generale, dans le domaine de la Nomo- 
graphie, du nouveau principe qui consiste tout uniment a trans- 
porter les representations graphiques du domaine ponctuel dans 
le domaine tangentiel. L’idee est simple assurement, mais assez 
eloignee des habitudes d’esprit de ceux qui n’usent ordinairement 
des Mathematiques qu’en vue de fins pratiques, pour que l’on s’ex- 
plique aisement qu’elle ne soit pas intervenue plus tot en cet ordre 
de recherches. 

Quoi qu’il en soit, une transformation dualistique quelconque 
appliquee a un nomogramme a droites concourantes, lui substituant 
un nomogramme a points alignes, permet de realiser ipso facto les 
precieuses ameliorations que voici : simplification de construction, 
puisqu’a chaque nombre ne correspond plus qu’un seul point au lieu 
d’une ligne, et, pour la meme raison, plus grande nettete de lecture 
et plus grande precision de 1’interpolation a vue incontestablement 
plus facile a effectuer entre les points d’une echelle a support 
quelconque qu’entre les droites d’un faisceau a enveloppe quel- 
conque; mais, par-dessus tout, possibility, grace a introduction des 
points a deux cotes, definis par un reseau, qui constituent l’image 
d’tm systeme doublement infini d' elements, de representer cer- 
taines equations, a plus de trois variables, d’une forme extremement 
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frequente dans la pratique, et non dissociables en equations a trois 
variables seulement , alors que seules celles qui ofFraient ce carac- 
tere pouvaient £tre representees par lignes concourantes. Aussi peut-on 
tres legitimement avancer que c’est le principe des points alignes 
qui , pour la premiere fois , a permis de reduire effectivement a 
une representation plane un nombre de dimensions superieur a 
trois. Et c’est justement l’equation complete du troisieme degre, 
mentionnee plus haut, qui, dans la Note 0 . 3 , en a f'ourni le premier 
exemple. 

Lorsqu’on ne raisonne plus in abstracto et que l’on en vient a 
mettre la main a la pate, en vue des realisations pratiques, d’autres 
desiderata surgissent, dont le pur theoricien n’a cure, et dont nean- 
moins il n’est pas possible de ne pas tenir compte. Une fois reconnu 
l’interet de recourir a une transformation dualistique, le pur mathe- 
maticien declarera qu’il n’y a, pour ce faire, qu’a interpreter les 
coordonnees intervenant dans la question comme des coordonnees 
tangentielles. Or, de telles coordonnees prennent ordinairement pour 
lui la forme de coordonnees pliickeriennes , inverses de l’abscisse et 
de l’ordonnee & Forigine, changees de signe, d’une droite quelconque 
rapportee a des axes cartesiens. Un tel emploi des coordonnees 
pliickeriennes presente un inconvenient majeur dont, en pratique, 
on a tot fait d’etre frappe; c’est precisement que ces coordonnees 
sont des inverses de segments de droite. Si l’on veut faire usage de 
coordonnees tangentielles non plus seulement comme moyen de 
demonstration, mais comme instrument de construction effective, on 
sc convainc de la necessite de leur donner, si possible, la forme 
directe de segments. Or, de telles coordonnees tangentielles dualis- 
tiques existent; ce sont celles dont, sous le nom de coordonnees 
paralleles , et precisement en vue d’une telle application, nous avons 
fait une etude approfondie de fagon a permettre, si besoin est, la 
discrimination immediate des etres geometriques definis par leur 
moyen ( 1 ). 


(') Cette etude, d’abord parue, en 1884 , dans les Nouvelles Annates de Mathe- 
matiques (3* serie, t. Ill, p. 4 00 > 4 ^ 6 , 5i6), a ete ensuite reproduite dans notre 
brochure : Coordonnees paralleles et axiales (Gauthier-Villars, i885), avec le 



XII 


INTHODICTiON. 


11 est bien clair qu’une fois acquise la notion des nomogrammes a 
points alignes, on peat en poursuivre l’etude a l’aide des coordonnees 
cartesiennes, comme nous l’avions nous-meme tres explicitement 
indique dans la premiere edition du present Traite, p. i34(‘). II nous 
a paru neanmoins preferable, tant pour les besoins de notre enseigne- 
ment que dans nos diverses publications, de nous en tenir a l’emploi 
des coordonnees paralleles, d’aborjl a cause del’exacte correlation qui 
en resulte enlre les representations par droites concourantes et par 
points alignes, et aussi pour une autre raison plus pratique tenant a 
ce que, neuf fois sur dix, a tout le moins, la meilleure disposition a 
adopter pour les nomogrammes a points alignes est celle qui com- 
porte deux echelles rectilignes paralleles ( 2 ) et qu’en pared cas, 
l’emploi des coordonnees paralleles conduit tout directement, sans 
aucune transformation prealable et sans tatonnement, a la fixation 
de cette disposition, ainsi qu’a un procede tres commode de cons- 
truction des echelles (n° 61). 

C’est, sans aucun conteste, aujourd’hui, la methode des points 
alignes qui, entre les mains des techniciens de toute speciality, se 
montre la plus feconde de toutes cedes que Ton distingue particulie- 
rement dans le champ de la Nomographie ( 3 ) . Sans doute verra-t-on la 

Memoire 0.1 traitant de 1’application de ce systeme special de coordonnees au 
nouveau procede de caleul graphique a I’occasion duquel nous l’avions imagine. 
Nnus sommes revenu a diverses reprises sur ce sujet dans les Nouvelles Annales 
(r8 87, p. 49 ^ ; 1890, p. 445 ; 1892, p. 70). Nous avons reconnu depuis lors que l’idee 
de ces coordonnees s’etait autrefois presentee a Chasles (Correspondance malhe- 
matique de Quetelet, t. VI, 1829, p. 81), sans que Tillustre geometre en ait deve- 
loppe la theorie. 

i 1 ) Voir plus loin ( n° 62 ). 

( 2 ) Voir plus loin (Chap. IV, Sect. II A et B, Sect. Ill A; Chap. V, Sect. I et II). 

( 3 ) 11 nous a ete donne de reunir une ample collection de ces applications spe- 
cials dont la simple liste fournirait a el le seule la matiere d’un petit opuscule. Ces 
applications se rapportent non seulement a toutes les branches de la Physique, de 
1 Astronomie et de la Mecanique appliquees, mais aussi aux Cbemins de fer, aux 
Constructions navales, a l’Artillerie, a 1 Aviation, aux calculs financiers 011 d^assu- 
rances, etc. 

Nous croyons devoir signaler a part les travaux suivants, ou de telles applications 
sont developpees avec une certaine ampleur : 

J. Eichhorn, A omo grams* for the properties of Steam , Ammonia , Compressed 
Air , etc . (Chicago, 1911-1918). 
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la meilleure confirmation qui puisse etre donnee de sa valeur 
pratique. 

* 

* * 

Mais le champ de la Nomographie s’est encore elargi du fait de 
diverses extensions qui, pour ne pas correspondre a des cas rencon- 
tres aussi frequemment dans les applications, n’en meritentpas moins 
d’etre prises en serieuse consideration ; dans cette categorie se rangent 
les modes de liaison entre points cotes realises au mojen d’index 
mobiles autres que de simples droites (Chap. YI, Sect. I), les systemes 
cotes mobiles que l’on fixe, en vue de la lecture, dans une position 
speciale dependant de certaines variables (Chap. VI, Sect. II), etc. 

Cette multiplicity de ressources, tenant a la Variete des procedes a 
mettre en oeuvre, exigeait, pour se preter, en quelque sorte, a une 
exploitation courante, que tous ces procedes vinssent se ranger dans 
un expose d’ensemble, rationnellement ordonne, reposant sur le plus 
petit nombre possible de principes distincts et developpe, a partir de 

L. Jacob, Solutions nomographiques des problemes de Balistique exterieure 
(Paris, 1919). 

M. Kraitchik, Sur quelques applications de la Nomographie (Bruxelles, 1918). 

M. Kraitchik, Les tables graphiques financieres (Paris, 1920). 

J. Mounier, Les graphiques du patron (Paris, 1920). 

E. Perret, Note sur V application de la Nomographie aux principals tables 
nautiques (Paris, 1905). 

G. Pesci, Diverses applications a la navigation ( Rivista Marittima , 1896, 1897, 
1898, 1899). 

G. Pesci et G. Ronca, Abbachi peril tiro (Livourne, 1902). 

L. Potin, Solutions nomographiques de questions relatives aux chemins de fer 
(Annales des Fonts et Chaussees, 1911 ). 

R. Poussin, Sur V application des procedes graphiques aux calculs d'assu- 
rances (Paris, 1904). 

R. Seco de la Garza, Les nomogrammes de Vingenieur (Paris, 1912). 

E. -E. Seefehlner, Zeichnerische Rechenbehelfe fur den Entwurf und den Be - 
trieb elektrischer Bahnen ( Electro technische Zeitschrift , Berlin, 1921). 

R. Soreau, Contribution a la theorie et aux applications de la Nomographie 
(Paris, 1901). 

J.-M. Steevensz, Grafieken voor hydraulische Berekeningen ( Vereeniging van 
Water staats ingenieurs. 1920). 

F. -J. Vaes, Technische Rekenplaten (Ron. Inst . van Ingenieurs, 

C.-E. Wolff, Diagrams for Egyptian Engineers (Le Caire, igo 3 ). 
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la, suivant une marche systematique. Telle a ete l’iclee mere d’ou est 
sortie la discipline speciale, embrassant tout cet ordre d’etudes, que 
nous avons constitute sous le nom de Nomographie. 

L’adaptation systematique de principes, empruntes aux Mathema- 
tiques pures, a un ordre determine d’ applications, a deja donne nais- 
sance a de telles disciplines dont le prototype est la Geo me trie des- 
criptive de Monge, et dont, au milieu du xix e siecle, un autre 
exemple memorable a ete fourni par la Statique graphique de 
Culmann; c’est Maurice Levy — on voudra bien nous permettre de 
le rappeler — qui est hauteur de ce rapprochement entre la Nomo- 
graphie, d’une part, la Geometrie descriptive et la Statique gra- 
phique, de l’autre (*)• II convient, au reste, de joindre aussi a ce 
groupe la remarquable Integration graphique de Massau ( 2 ), dont 
nous nous sommes efForce, pour notre part, de simplifier les ele- 
ments en leur donnant une forme plus strictement didactique dans 

la premiere Partie de notre Volume 0.51 et dans notre Cours de 

/ 

VEcole Polytechnique ( 3 ). 

Cette codification d’ensemble de tous les modes preeedemment 
proposes de construction de nomogrammes a, pour une bonne part, 
ete rendue possible, grace a un large appel fait a la notion de la 
disjunction des variables , c’est-a-dire de la formation d’equations, 
de forme donnee, liant ces variables a des parametres dont l’elimi- 
nation reproduise Fequation a representer, et qui, interpretes comme 
des coordonnees, dans tel ou tel systeme, donnent naissance a un 
nomogramme de tel ou tel type. Elle se complete par l’introduction 
en ce domaine de notions dont, a priori , l’interet semble purement 
speculatif et qui n’apparaissent, par consequent, pas d’abord comme 
devant se preter a des applications pratiques ; telles, par exemple, celle 

(') Genie civil , t. XXXV, 1899, p. /p 5 . 

( 2 ) Memoire sur V integration graphique et ses applications , paru dans les 
Annales de V Assoc, des Ingenieurs de Gand (1878, 1884, 1886, 1887, l ^ 9 0 )- ^ n’est 
que juste de rappeler egalement ici le Calcul par le trait de Cousinery, premier 
essai, datant de 1840, d’une synthese generate des principes regissant l execution des 
calculs au moyen d’epures a construire pour chaque etat particulier des donnees. 

( 3 ) Cours de Geometrie pure et appliquee de VEcole Poly technique, t. II, 
Chap. IX ( Gauthier-Villars, 1917-1918). 
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de la dualite qui, comme on vient de le dire, a donne naissance aux 
nomogrammes a points alignes; celle de l’homographie envisagee 
sous sa forme la plus gen6rale, qui permet de donner du premier 
coup a un nomogramme la disposition la plus favorable ; celle aussi 
des valeurs critiques des variables independantes rendant une fonc- 
tion indeterminee, qui se prete a la construction directe de certains 
nomogrammes sans disjonction prealable effective, etc., etc. On peut 
sans doute avancer qu’en cela, la Nomographie fait, en realite, aux 
Mathematiques pures des emprunts plus varies que les autres disci- 
plines a cote desquelles elle vient se ranger. 

Mais, de plus, cette codification d’ensemble devait fatalement faire 
naitre l’idee d’embrasser d’un coup d’oeil tous les modes possibles de 
representation plane susceptibles d’etre utilises, de prevoir d’avance 
et de classer rationnellement toutes les varietes concevables de nomo- 
grammes applicables quel que soit le nombre des variables. De la la 
theorie morphologique generate des nomogrammes, dont le principe 
a ete donne des 1898 dans la Note 0.23 et le Memoire 0 . 25 , 
et qui constitue comme une sorte de couronnement de l’edifice. 

Esquissee pour la premiere fois en 1891 dans la brochure 0 . 4 , la 
Nomographie a ete largement developpee en 1899 dans la premiere 
edition du present Traite ; certaines modifications, ainsi que d’impor- 
tants complements j ont ete ajrportes dans 0.40 et 0 . 51 . La partie 
la plus elementaire en a ete detachee dans 0.60 (*). La presente 


( x ) Divers resumes plus ou moins succincts des principes de la Nomographie ont 
ete, a la suite de nos publications, donnes en plusieurs langues. Nous citerons : 

En allemand, Ueber die Nomographie von M. d’Ocagne , par F. Schilling 
(Leipzig, 1900); Einfiihrung in die Nomographie , par P. Luckey (Berlin, 1918). 

En anglais, Graphs and Abacuses , par R. de Beaurepaire (Madras, 1907); Gra- 
phical Methods, par C. Runge (New-York, 1913); Nomography or the graphic 
representation of formulae, par R.-K. Hezlet (Woolwich, 1913). 

En arabe, Al Nomografia, par F. Boulad (Le Caire, 1908). 

En espagnol, Nomografia, par R. Seco de la Garza (Madrid, 1910); Calculo 
grafico y Nomografia, traduction litterale de 0 . 51 , par L. Guttierez del Arroyo 
(Madrid, 1914)* 

En hollandais, Nomographie, par F.-J Vaes (Extrait de Marineblad , Rotterdam, 
1901-1902). 
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edition provient d’une refonte generale de ces divers exposes, guidee 
par la longue experience d un enseignement oral souvent renouvele 
depuis trente ans non seulement dans nos cours normaux de l’Ecole 
Polytechnique et de l’Ecole des Ponts et Chaussees, mais encore 
dans un cours libre de la Sorbonne (1907) ou meme dans certaines 
series de conferences qu’on a bien voulu nous demander de divers 
cotes ( 1 ). 

II est bien entendu qu’il s’agit ici d’un expose de grande ampleur, 
depassant, par consequent, les stricts besoins du lecteur uniquement 
soucieux des applications les plus simples et les plus courantes; de 
tels besoins se trouvent, au reste, largement satisfaits par la facon 
Ires detaillee dont, en cet expose d’ensemble, sont traitees les appli- 
cations de ce genre (notamment au Ghapitre IV, Sect. I, II A et B, III A, 
et au Ghapitre V). Mais, pas plus dans cette edition que dans la prece- 
dente, nous n’avons juge a propos de passer sous silence, bien qu’en 
y insistant moins, les parties du sujet qui peuvent apparaitre comme 
d’un interet moins immediatement tangible; les exemples qui s’y 
rapportent, puises, comme tous les autres, dans la pratique de diverses 
techniques, suffisent a attester qu’on aurait tort de les negliger, et 
qui sail, au reste, si, dans l’avenir, les occasions d’y avoir recours ne 
se multiplieront pas ? 

Quant a la theorie morphologique qui termine le Volume, il nous 
eut semble facheux, par un souci exagere de n’avoir egard qu’a ce 


Eu italien, Cenni di Nomogra/ia, par G. Pesci ( Livourne, 1901); La Nomo- 
grajia, par G. Ricci (Rome, 1901). 

E11 polonais, Wyklady nomografii, par W. Laska (Lemberg, 190^); O Nomo- 
grafii , par F. Ulkowski (Lemberg, igo 5 ). 

Eo roumain, Nomogra/ia , par J. Jonesco (Bucarest, 1900). 

En resse, Les principes du calcul nomographique, par N. GercevaaofT ( Saint 
Petersbourg, 1906). 

(‘) Notamment a l’Ecole superieure d’Electricite de Paris (1906), a ^Institut 
imperial des Voies de communication de Saint-Petersbourg (1910), a l’Universite 
d’Edimbourg (1914), a la Section technique de I’Artillerie (1919), a I’Universite 
internationale de Bruxelles (1920). Deux de ces series de conferences out donne 
naissance aux brochures O. 59 et O. 60 . Les elements de la Nomographie ont penetre 
aujourd’hui dans be programme permanent d’un grand nombre d’Ecoles techniques 
de la France et de I’ctranger. 
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qui est pratiquement indispensable, de la laisser de cote, coniine si 
elle ne devait etre tenue que pour un luxe inutile, II nous suflira, 
pour legitimer la place que nous avons cru devoir lui maintenir, de 
faire observer qu’une classification rationnelle, fond.ee sur une algo- 
rithmic des plus simples, qui embrasse d’avance toutes les ramifica- 
tions possibles d un sujet, n’est pas tant a declaigner, ne fut-ce que 
pour l ordre qu elle introduit forcement dans nos idees, meme quand 
nous nous limitons a la partie de ce sujet qui peut, des maintenant, 
etre regardee comme revetue d’un caractere d’immediate utilite, sans 
compter que, pour tout esprit scientifique soucieux du progres de 
nos connaissances, en toute direction, independamment de leur 
portee pratique, il n est pas sans interet d’acquerir, grace a cette 
theorie, la notion generate de toutes les possibilites que pent offrir 
la metliode graphique pour la representation des equations a un 
nombre quelconque de variables. 




LISTE DES PUBLICATIONS DE L’AUTEUR 

RELATIVES A LA NOMOGRAPHIE ( > ). 


ABREVIATIONS. 
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Travaux anterieurs a la l re edition du present Traite. 

1 . 1884. — Procede oouveau de calcul grapbique (A. P. C nov.. 

p. 53 1 ). [Note reproduite dans Coordonnees paralleles 
et axiales, p. 73.] : i 


( 1 ) Les travaux enumer^s dans cette liste seront designes, dans le corps de 
POuvrage, par la lettre O suivie de Ieur numero d’ordre. Pour les citations biblio- 
graphiques relatives aux Recueils dont les titres figurent en t£te de cette liste, on 
se referera aux abreviations adoptees ici et dont la plupart sont empruntees a 
V Index du Repertoire bibliographique des Sciences mathematiques. 
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2 . 1890. — Methode de calc 11 1 graphique fondee sur Lemploi des 

coordonnees paralleles (G. C ., t. XVII, p. 343 ). 

3 . 1891. — Sur la representation plane des equations a quatre va- 

riables (C. /?., t. CXII, p. 421). 

4. » — NOMOGRAPHIE. LeS CALCULS USUELS EFFECTUfiS UJ MO YEN DES 

abaques. Essai d’une th£orie g£n£rale (Gauthier- Villars). 

5 . » La Nomograph ie ( /?. G.-S., p. 6 o 4 ). 

6. 1802. — Le calcul sans operation. La Nomographie ( /?. Q. S.. 

t. XXXII, p. 48 ). 

7 . 1893. — Sur une methode nomographique generale ( C. R., 

t. GXVII, p. 216 et 277 ). 

8. » — Le calcul simplifie au mojen des procedes mecaniques et 

graphiques (A. C. A. M.) [tire a part sous forme de 
brochure], 2 e edition, en iqo 5 , dans la Bibliotheque 
generale des Sciences. 

9 . » — Problem e d’Algebre relatif a la Nomographie (IV. A 

3 e ser., t. XII, p. 469). 

10 . » — Sur les equations representables par trois systemes recti- 

lignes de points isoplethes (Mathematical papers read 
at the international Mathematical Congress held in 
connexion with the world’s Columbian Exposition , 
Chicago , p. 268). 

11 . 1894. — Abaque en points isoplethes de Lequation de Kepler (S. 

M., t. XXII, p. 197). 

12 . » — Abaque general de la Trigonometric spherique ( B . A., 

t. XI, p. 5 ). 

13 . m — Abaques de deblai et remblai en points isoplethes (A, P. 

G . , mars, p. 467). 

14 . » — Conferences sur la Nomographie, faites aux eleves de 

l’Ecole Polytechnique (Autographie). 

15 . 1896. — Abaque de l’equation des marees diurnes et semi-diurnes 

(C. /?., t. CXXIL p. 298). 

16. » — Sur les equations representables par trois systemes lineaires 

de points cotes (C. /?., t. CXXIII, p. 988). 
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17. 1896 . — Sur l’emploi des system es reguliers de points cotes dans 

la representation des equations {Ibid., p. 1254). 

18. » — ^ Sur la representation nomographique des equations du 

second degre a trois variables {S. M., t. XXIV, p. 81 ). 

19. » — Application generale de la Nomographie au calcul des 

profils de remblai et deblai (A. P. C., mars, p. 4o6). 
[Tire en brochure.] 

20. » — Sur la representation par des droites et par des cerclesdes 

equations du deuxieme degre a trois variables {S. P. 
M. K . , 2 e ser., t. VI, p. 93 ). 

21. 1897 . — Sur la representation des equations du second ordre pai; 

des droites et par des cercles (S’. M ., t. XXV, p. 9 ). 

22 . » — Theorie des equations representables par trois systemes 

liheaires de points coles (A. M., t. XXI, p. 3oi). 

23. 1898 . — Sur la methode nomographique la plus generale resultant 

de la position relative de deux plans superposes {C. B., 
t. CXXV1, p. 397 ). 

21. » — Sur quelques applications pratiques de la methode des 

points cotes (B. G. S., t. IX, p. 116 ). 

25. » — Application de la methode nomographique la plus gene- 

rale [resultant de la superposition de deux plans aux 
equations a trois et a quatre variables (S'. M., t. XXVI, 
p. 16 ). 

26. » — Une lecon sur les abaques (/. E. P., 2 e ser., 4 e C., 

p. 205). 

27. » — Sur les abaques a points cotes pour equations a trois et 

quatre vari ables {S. S. B., t. XXlI. I r0 Partie, p. 78 ). 

28. » — Sur les questions de Mathematiques pures que souleve 

l’etude de la Nomographie {B. D., XII 2 , p. 177 ). 

29. » — Sur les types les plus generaux d’equations representables 

par des svslemes cotes de cercles et de droites {Z. S., 
t. LXIII, p. 269 ). 

30. » — Abaque de la nouvelle formule do M. Bazin, relative aux 

canaux decouverts (A. P. C., i er trim., p. 3o4). 
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Travaux posterieurs a la l re edition du present Traite. 


31. 

1900 

32. 

T) 

33. 

)) 

35 . 

)) 

35. 

I9O 1 

36. 

1902 

37. 

» 

38. 

» 

39. 

i 9 o3 

50. 

» 

51. 

1904 

52. 


53. 

» 

55. 

1 9 ° 5 


Sur rapplication de la Nomographie a la prediction des 
occultations d’etoiles par la Lune (C. /?., t. CXXX, 
p. 554 ). 

Sur les divers modes d’application de la methode gra- 
phique a Part du calcul (C. /. M., Paris, p. 4 i 9 )- 

La Nomographie dans Fenseignemen t (E. M., t. II, 
P . 207). , 

Sur la resolution nomographique de l’equation do sep- 
tieme degre (C. /?., t. GXXXI, p. 522). 

Sur quelques principes elementaires de Nomographie 
(B. D., t. XXIV, p. 286). 

Sur la resolution nomographique des equations alge- 
briques ( N . A . , 4 C ser., t. II, p. 49 )- 

Sur quelques travaux recenls. relalifs a la Nomographie 
(B. D ., t. XXVI, p. 67). 

Sur la resolution nomographique du triangle de position 
pour une latitude donnee (C. /«., t. CXXXV, p. 728). 

Sur une classification nouvelle des modes de representa- 
tion nomographique des equations a mi nombre quel- 
conque de variables ( C . /?., t. CXXX VI, p. 33 ). 

Expose svnthelique des principes fondamentaux de la 
Nomographie (/. E. P., 2 e ser., t. VIII, p. 97). 

Sur la resolution nomographique des triangles spheriques 
(C. /?., t. CWXMII, p. 70). 

Coup d’oeil sur la theorie la plus generale de la Nomogra- 
phie (A. F. A. £., Congres d’Angers, p. 180). 

Sur la resolution nomographique generale des triangles 
spheriques [S. M., t. XXXII, p. 196). 

Sur la methode nomographique des points alignes (A. F. 
A. S.. Congres de Cherbourg , p. 1). 
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— Sur un theoreme de J. Clark ( C . R., t. CXLII, p. 988). 

— Sur la representation par points alignes de l’equation 

d’ordre nomographique 3 la plus generale ( C . i?., 
t. CXLIY, p. 190). 

— Sur la representation de l’equation d’ordre nomogra- 

phique 3 la plus generale par un nomogramme conique 
(C. /?., t. CXLIV, p. 8 9 5 ). 

— Sur la representation des equations d’ordre nomogra- 

phique 4 a 3 et 4 variables (C. R., t. CXLIY, p. 1027). 

— Les progres recents de la methode nomographique des 

points alignes (R. G. 5 ., t. XV 1 I 1 , p. 392). 

— Sur les equations d’ordre nomographique 3 et 4 (S. M., 

t. XXXV, p. 173). 

— Calcul graphique et Nomographie ( Bibliotheque de 

matliematiques appliquees de 1 'Encyclopedic scienti- 
Jique , Doin). — 2 e edition en 191/i. 

— Sur la representation nomographique des equations a 

quatre variables ( C . R., t. CXLYIII, p. 1244 )- * 

— Sur le trace pratique de certaines courbes transcendantes 

(A. P. C fasc. IV, p. i 1 4 ; avec une addition en 1914, 
fasc. I, p. 160). 

— Determination nomographique du chemin parcouru par 

un navire en cours de mouvement varie (C. R., t. CLII, 
p. 006). 

— Construction du nomogramme representatif du mouve- 

ment varie d’un navire donne entre des vitesses donnees 
( B . A. r. M ., n° 22 ). 

— Application de la methode des points alignes au calcul 

des poutres en beton arme (A. P. C ., fasc. II, p. 432 ). 

— Sur la reduction des equations a trois variables aux 

formes canoniques que comporte la methode des points 
alignes (6'. R., t. CLV. p. n 4 o). ,v 

— Sur l’application generale de la methode des points alignes 

aux problemes qui se ramenent a des resolutions de 
triangles spheriques ( C. R., t. CLVI, p. J .093 ). 



xxtv 


INTRODUCTION. 


59 . 1914* — Deux conferences sur la Nomographie : 

I. Principes de Nomographie. — II. Application des 
nomogrammes a alignement aux differents cas de reso- 
lution des triangles spheriques (Conferences donnees 

/ 

les 28 et 29 juillet 1914 a TUniversite d’Edimbourg, 
publiees dans E . M., 1916, p. 373, et 1917, p. 20). 

60 . 1920. — Principes usuels de Nomographie avec application a 

DIVERS PROBLfeMES CONCERNANT l'ArTILLERIE ET l’AvIATION 

(Gauthier-Villars). 

61 . » . — Pratique courante de la methode nomographique des 

points alignes a propos de ses applications de guerre 
(C . /. M ., Strasbourg). 
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CHAPITRE I. 

REPRESENTATION DANS LE CAS DE DEUX VARIABLES. 


I. — ^chelles fonctionnelles. 

1. Echelle normale d\ine fonction . — Soit f(z) une fonction 
<le la variable z, prise dans un intervalle oil elle est uniforme, c’est- 
a-dire n’a pour chaque valeur de z qu’une seule valeur bien deter- 
minee. 

Portons sur un axe Ox , a partir de Forigine O {Jig. i), les lon- 
gueurs 


p etant une longueur arbitrairement choisie, et inscrivons, a cote des 



points qui limitent ces segments, points qui seront marques d’un 
trait, aussi fin que possible, perpendiculaire a l’axe, les valeurs cor- 
respondantes z, z r , z", ... de la variable ( 1 ). 

( l ) La premiere idee d’une echelle de ce genre, construite dans un cas particular, 
semble due a Gunter, au debut du xvn e siecle (voir le renvoi du n° 5, 2 °). 
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L’ensemble des points cotes ainsi obtenus constitue X echelle de 
la fo notion f{z). La longueur p. est dite le module de cette echelle. 

Cette echelle sera limitee a deux valeurs particulieres a et b de la 
variable 5. 

Partant de la limite inferieure a , on pourra construire Fechelle 
sans faire intervenir l’origine O. II suflira, en effet, pour obtenir les 
points z, z'i z\ ... et b de porter sur Faxe, a partir du point cote a, 
ehoisi arbitrairement, les segments 

8 =F[/(*) -/(«)], 

= {*[/(*') -/(«)], 

3" =n [/(*') -/(«)], 

* * * • • • 7 

h = ^[f(b) -/(a)]; 

L est la longueur de Fechelle; a et b sont ses limites. 

Si, pour la construction de Fechelle, on fait croitre la variable z 
par echelons egaux aim nombre rond (i, 2 , 5, io, ...) dunites 
dun certain ordre decimal, on obtient une echelle nor male de la 
fonction. C’est le cas de beaucoup le plus frequent. Dans le choix de 
l’echelon, il faut avoir soin que les points les plus rapproches sur 
Fechelle consideree laissent entre eux un intervalle voisin d une cer- 
taine limite fixee par F experience et que nous appellerons le mini- 
mum ddniervalle graphique de Fechelle. 

Dans la plupart des cas, ce minimum d'intervalle graphique sera 
fixe au millimetre (*). II pourra parfois etre abaisse au-dessous. On 
reviendra plus loin sur ce point (n° 4). 

Remarque. — Si la fonction jf(s), apres avoir cru dans un certain 
sens, se met, a partir d’une certaine valeur de s, a croitre dans F autre 
sens, il sera necessaire de reporter, a partir de cette valeur de z, 
Fechelle de la fonction d'un cote a l’autre de l’axe on sur un second 
axe parallele au premier. Cette circonstance se presente, au reste, 
rarement dans les applications. 

2. Analyse de la graduation. — On realisera, en general, par taton- 
nement, la condition relative au minimum d’intervalle. il est facile nean- 


(*) Disons une fois pour toules que si, sur certaines figures de cet Ouvrage, on 
rencontre des divisions beaucoup plus petiles, cela tient a ce que ces figures ont etc 
oblenues au moyen d’originaux que les necessites du format ont conduit a rcduire 
par la photographie. 
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moins d’indiquer une marche rationnelle k suivre pour que la graduation 
obtenue satisfasse a cette condition ( 1 ). 

Nous supposons a •< b. Admettons, en outre, pour fixer les idees, que de a 
a b , les accroissements de la fonction, correspondant a des accroissements 
egaux de la variable, aillent constamment en diminuant en valeur absolue. 
G’est, par exemple, le cas pour la fonction \fz, deo ax. 

S’ils allaient constamment en augmentant en valeur absolue, comtne pour 
la fonction de o a il faudrait, dans la marche qui va etre indiquee, 
partir de b au lieu de a. 

Si, enfin, ils allaient alternativement en diminuant et en augmentant, on 
fractionnerait l’intervalle total en intervalles partiels pour lesquels le sens de 
leur variation resterait le mdme. 

Placons-nous done dans la premiere hypothese et, prenant, par exemple, le 
millimetre comme unite de longueur, posons ( 2 ) 

pi/W -/(«)! = L, ' 

la longueur L etant environ celle que nous voulons donner a l’echelle. De la 
nous tirons le module p correspondant, puis nous arrondissons la valeur 
trouvee, de fagon a avoir pour ce module une valeur commode, ce qui conduit 
a une valeur de L voisine de celle que nous avions prise d’abord. 

Soit, pour fixer les idees, la fonction \f z a representer de z — i a z — ioo. 
Adoptons, pour notre echelle, une longueur voisine de 200 mm . Pour cela, 
posons 

p(v/lOO — fi) =5 2O0 mm , 

d’ou 


200 



22 


mm 


22 


Nous prendrons evidemment ici p = 25 0 * 11 ®, d’oh resultera pour L la valeur 


L = 25 X 9 = 225 mw . 

La valeur de p etant ainsi determinee, si nous d^signons, en outre, par m 
le minimum d’intervalle graphique, nous poserons 

v ! — /<« — i) | =s m. ' •' 

De la, par les procedes de l’Algebre, soit directement, soit par approxima- 
tions successives, suivant la nature de la fonction f(z), nous tirerons la 

valeur de e. Cette valeur tombera entre — - — et — . 

io "-*- 1 io« 


(') Les passages n’ayant, comme celui-ci, qu’un caractere accessoire, de meme 
que les exemples d’application, sont imprimes eh petits caracteres. 

( 2 |) La notation | X | indique la valeur absolue de X. On prendra done la diffe. 
rence/(«) — f(a — e) ou /(a — 5) — f(a) suivant que de a — s k a la fonction 
est croissante ou decroissante. 
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Considerant les trois intervalles definis par 


i o " +1 * lo ' 4-1 " 1 1 io" +1 * i o ' 1 ’ 


nous verrons dans lequel de ces intervalles sera comprise la valeur de i. Nous 
commencerons dds lors a faire croitre z par echelons suecessifs egaux ala 
limite superieure de cet intervalle; si done i tombe dans le premier intervalle, 

nous commencerons par faire croitre z, a partir de a, de en . 

io w+1 io " +1 


Si i tombe dans le deuxieme intervalle, nous ferons croitre z de 


• io rt+1 

5 ; , 

en — r tt- Si i tombe dans le troisieme intervalle, nous ferons croitre z 

de — 5 — en — 5 — • 

i o'* i o' 4 

De cette facon, nous sommes assures que, jusqu’en un point qui sera deter- 
mine plus loin, les premiers intervalles de l’echelle seront superieurs a m. 

Revenons a notre exemple de la fonction \J z. Ici, puisque p = a5, nous 
avons, en prenant m = i ram , 

25 (y/ 1 — \J I — t) = I, 




i = 0,0784. 


Gorame on a 


o,o 5 ■< 0,0784 <0,1, 


nous commencerons a faire croitre z de o, 1 en 0,1. 

Si nous representons par 0 ! la valeur de l’echelon adopte, nous pourrons 
continuer a nous servir de cet echelon jusqu’a la valeur a x de z telle que 

H/OO— /(«i — 0i)l> H/O 1 -+- Ot)— /(«i)|- 

Pour plus de regularite, nous ferons coincider le point dit de cesure ou 
s’effectuera le changement d’echelon avec la valeur ronde de z immediatement 
inferieure a la valeur a t definie par la double inegalite ci-dessus. 

Si la valeur a 1 est legei'ement inferieure a la valeur ronde la plus voisine, 
on pourra tout aussi bien elfectuer la cesure a cette valeur ronde parce qu’en 
somme la determination du minimum d’intervalle graphique n’a rien d’absolu 
et qu’on peut, sans inconvenient, descendre un peu au-dessous du milli- 
metre ( x ). 

Si nous revenons encore a notre exemp'le de \J z avec p= 25 mm ,nous voyons 
que l’echelon de 0,1, que nous avons adopte a partir de la valeur 1, ne devrait 


f 1 ) C’est pour cette raison qu'au n° 1 nous avons dit que l’intervalle entre les 
points les plus rapproches devait rester voisin du millimetre et non lui rester supe- 
rieur d’une facon absolue. 



REPRESENTATION DANS LE CAS DE DEUX VARIABLES, 
etre theoriquement conserve que jusqu’a la valenr a x telle que 


5 


‘iS{\/a i — sfal — o, i) > i > 25 (v/ai- 4 - 0,1— v/«i), 

ce qui donne a x ~ 1,6, car on a 

?. 5 (v/i ,6 — \J \ , 5 ) = 1 ,ooo, 

•>.5(/7T7 — v/iT^) = 0,972. 

Mais ici on conservera evidemment l’echelon de 0,1 jusqu’a z — 2, pour 
prendre a partir de cette valeur Fechelon de 0,2. 

On voit que I’ccartement entre les points 1,9 et 2 sera egal a 

25(^2 — V^ 1 ^) ou o mm , 895 , 

dimension tres admissible. 

En resume, considerant la suite 

2 5 10 2 5.10 

io«+i ’ IO" 4 ' 1 * io ,t4-1 io n ’ io n ’ io ,l> y 

appelons 0! l’echelon initial determine ci-dessus, qui est une des trois pre- 
mieres fractions ecrites, et representons par 

1 01? 02? 03} • • • 

ce que devient la suite precedente lorsqu’on la fait commence)- a ce terme. 

Nous nous servirons, a partir de a, de l’echelon 0 t jusqu’a la valeur ronde a x 
pour laquelle le produit 

F-I/Oi) — /(«i— 0i) I 

est le plus voisin de m, ce que nous exprimerons par la notation 

. u !/(«i) —/(«!— 0i) I = m±t. 

Nous emploierons ensuite 1 ’echelon 0 2 jusqu’a la valeur a t pour laquelle, 
avec la notation precedente, on aura 

l x \f( a *) — /(«* — Oa)| = e, 

et ainsi de suite. 

Sous une forme encore plus condensee, nous pourrons enoncer la regie a 
laquelle nous avons abouti sous la forme suivante : 

Donnees : 

Fonction f(z); 

Limiles a et b; 

Longueur approchee de l’echelle L 0 ; 

Minimum de l’intervalle graphique m. • 
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Operations : 

i° Donner au module p, la valeur arrondie satisfaisant a l’equation 

{*!/(&) — /(«)| = L 0 ±s. 

2 ° Determiner le premier echelon Oj en prenant celle des trois quantiles 

2 5 IO 

IO'^- 1 ’ io«+! * IO w+1 


qui est immediatement superieure a la valeur i d^finie par 

. \Af{a) —/(a -i)\ = m±s. 

Soit 

■«!, 03; ^4; 03; • • . 

la portion de la suite 

2 5 I 2 5 

io«-ei ’ IO /^+1, \o" ’ ~io n ’ IO' 1 ’ ’ 


qui commence a Oj. 

3° Determiner les points de cesure «i, « 2 , a s , ... par les equations 

Hl/(« i) —/(« i— 9i) | = ± e, 

pj/(a, 2 ) — /(« 2 — e 2 ) 1 = m dr e, 

H/Os) — /(«3— 0 3 ) J = 


Des lors, la graduation procedera par echelons 0! de a a a b par echelons 0 2 
de ai a a 2 , par echelons 0 3 de « 2 a a 3 , . . ., et ainsi de suite jusqu’a b. Rien 
d’ailleurs n’empeche, si les nombres ai-i et at semblent trop rapproches, de 
sauter 6/ et de passer immediatement a 0 i+1 . 

Remarque. — En raison de 1’egalite des echelons successifs dans 
chaque section de la graduation, il est inutile d’inscrire les cotes de 
tous les points constituant cette graduation. II suflira d’inscrire ces 
cotes de distance en distance, de telle facon qu’il n’y ait point d’hesi- 
tation a determiner mentalement les cotes des points intermediaires. 
C’est ainsi que, sur un double-decimetre, la chiffraison en centi- 
metres suffit, la lecture etant d’ailleurs rendue plus facile par l’allon- 
gement des traits correspondant aux demi-centimetres. Un artifice 
analogue pourra toujours etre mis en oeuvre avec toute autre gra- 
duation. 

3. Construction geometrique d une echelle. — Pour construire 
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Fechelle dc la fonction f(z), on pent avoir recours a la courbe C 
dont [’equation est 

x=\xf(y). 

II suffit de prendre sur la courbe le point dont Fordonnee est 
egale a 3 pour que l’extremite de son abscisse donne sur Ox le 
point cote z de l’echelle demandee. 

Si la courbe G peut etre obtenue point par point au mojen d’une 
construction geometrique simple, son trace dispense de tout calcul. 

Supposons, par exemple, que la fonction dont on desire Fechelle 

soit \/ a- — z~, a etant une constante ; dans ce cas, le module p. etant 
pris egal a i , la courbe G, clefinie par Fequation 

x 2 — a- — y~, 

sera un cercle de rajon a ay ant son centre a Forigine; soil trace est 
immediat. 

Sans que la construction soit toujours d une aussi grande simpli- 
city, on concoit, par cet exemple, le parti que Fon pourra, le cas 
echeanl, retirer d’une construction geometrique. « 

Le plus souvent, on procedera de la facon suivante : ayant deter- 
mine dire element un certain nombre de points de l’echelle, de cote 
ronde, on elevera en ces points, perpendiculairement a l’axe po riant 
Fechelle, des ordonnees proportionnelles a leurs cotes. Les extre- 
mites de ces ordonnees seront autant de points de la courbe C. G11 
tracera des lors cette courbe et Fon s’en servira ainsi qu’il vient 
d’etre dit pour obtenir les points de Fechelle, intermediaires entre 
ceux qui ont etc obtenus directement. 

La determination des points de cesure successifs se fera iciavec une 
grande facilite. On donnera a Fordonnee y des accroissements suc- 
cessifs egaux a un certain echelon jusqu’a ce que l’accroissement 
correspondant de l’abscissex tombe au-dessous du minimum d’inter- 
valle graphique choisi. On adoptera alors un echelon superieur au 
precedent et on le conservera jusqu’a ce que la meme circonstance se 
reproduise; et ainsi de suite. 

Ge precede geometrique permettra d’ailleurs de construire 
Fechelle d une fonction delinie par une courbe G obtenue experi- 
mentalement . 

4 . Interpolation a vue. — Ln point etant pris sur l’axe de 
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Fechelle, en dehors des points qui constituent sa graduation, on 
pourra se proposer d’evaluer approximativement la valeur corres- 
pondante de la variable z. Cette evaluation porte le nom d ' interpo- 
iation a vue. 

Les deux points de la graduation qui comprennent le point con- 
sidere fournissent des valeurs approchees par exces et par defaut de 
la valeur cherchee, au degre d’approximation defini par l’echelon 
correspondant. 

La question qui se pose consiste a apprecier l’appoint a ajouter a 
la valeur approchee par defaut pour avoir la valeur cherchee. 

Cet appoint s’estime au juge d’apres Failure de la graduation aux 
environs du point considere. 

Soit, par exemple, a lire la cote du point M sur Fechelle de la 
figure 2 . On aura sensiblement pour cette cote la valeur 3 , 47 - 

Sur Fechelle de la figure 2 bis , on aurait 3,45. 



M M 


On voit que le degre de precision de ce genre d’interpolation 
depend du plus ou moins d’habitude du lecteur. 

Toutefois l’experience prouve qu'un lecteur tant soit peu exerce 
arrive a ne pas se tromper du ^ de l’echelon lorsque l’intervalle 
graphique n’est pas sensiblement inferieur a i mm . 

Avec un intervalle de o mm ,5, l’approximation sur laquelle on peu't 
compter n’est pas superieure au i. 

Cela montre qu’il n’y a pas de serieux avantage a employer des 
intervalles inferieurs a i ,nm . 

II j aurait sur ce point particulier a faire une etude qui releve de 
hi physiologie. II semble probable que le degre d’approximation 
relatif est a peu pres constant pour des divisions superieures a 
i mm environ et qu’il decroit, a partir de la, avec une assez grande 
rapidite. 

Remarque . — Les echelles construites dans la pratique, sous les 
dimensions qui ont ete reconnues commodes, n’assurent, en general, 
la connaissance que de trois chilFres significatifs (exceptionnellement 
quatre); encore le dernier chifFre n’est-il fourni que par l’interpola- 
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lion a vue, ainsi que cela a lieu avec les graduations du double-deci- 
metre ou de la regie a calcul. Ge degre d’approximation suflit d’ail- 
leurs dans line foule duplications, et notamment dans l’immense 
majorite de celles qui relevent de l’art de l’ingenieur. 

o. Echelles usuelles. — Les echelles les plus frequemment 
employees dans les applications (*) sont les suivantes : 

i° Echelle metrique. — On a une telle echelle quand la fonc- 
lion f{z ) se reduit a z; ici les points que Fon obtient en faisant 
croitre z par echelons egaux sont regulierement espaces sur la droite 
portant cette echelle. 

Le type d’une telle echelle est fourni par la graduation du double- 
decimetre (Jig- 3 ); il est inutile d’y insister. 


Fig. 3. 



La distance constante entre points dont la cote differe d’une unite 
donne dans ce cas le module de l’echelle. . * 

2° Echelle logarithmique. — G’est l’echelle de la fonction log^. 
Ln exemple tres courant en est fourni par la graduation de la regie a 
calcul ordinaire ( 2 ) {Jig- 4 )* 

Sur cette graduation l’intervalle entre les points i et io est 



de i 25 mm , et les echelons sont de 0,02 de 1 a 2, de 0,00 de 2 a 5 , 
enlin de 0,1 de 5 a 10. 

Voici au surplus comment l’analyse de cette graduation peut etre faite 
eonformement au procede qui se trouve resume a la fin du n° 2. 

( J ) La construction de ces echelles s’effectue tres rapidement lorsqu^on dispose 
de tables numeriques, qui se rencontrent aujourd’hui dans un grand nombre de 
nianuels, telles que : tables des carres, des cubes, des racines carrees et cubiques, 
des inverses et des logarithmes des nombres; tables des lignes trigonometriques 
naturelles et de leurs logarithmes. 

( 2 ) La premiere echelle logarithmique semble avoir ete construite par Gunter 
(1581-1626). Voir la brochure 0 . 8 , p. 56 . 
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P tenons 

Le module est donne par 


L = i25 mm , m — o mm , 5. 


d’oii 


d’ou 

et 


|j.(Iog 10 — log i ) = 125™™, 

[i. = 125™"'. 

Pour determiner 0 t nous avons l’equation 

i25[logi — log(i— i)3 =° 7 5, 

log(t — i) = — o,oo4 = T,99^ 

i — i — 0,988, 
i— 0,012. 

Comparant cette quantite aux trois suivantes 

0,02, o,o5, o,r, 

nous voyons qu’ici il faut prendre 

0 i — 0,02 


et, par suite, 


0 2 = o,o5, 

03= 0,1. 


Les valeurs aq, « 2 , ct 3 sont alors donnees par les equations 

125 [logaj — ]og(a! — 0,02)] — o, 5, 
i25[loga 2 — log ( — o,o 5)]= o,5, 
i25[loga 3 — log(« 3 — o, 1 )] = o,5, 


ou 


ou encore 


ou enfin 


log 


a 1 


04 — o ,02 

a x 


log 


do 


a 2 — o ,oj 
04 


- — lo 


a 3 


a 3—0,1 


0,004, 


a 3 


a 1 — 0,02 a 2 — 0,03 « 3 — 0,1 


1 ,°! , 


« 1 


Clo 


a 3 


1 ,01 


0,02 o , o5 0,1 0,01 


10 1 ; 


d’ou, pour les points de cesure, en arrondissant comme il a ete dit, 


a 1 — 2, 

= 5, 

«3 = IO t 


Un autre modele ustiel de regie a calcul porte une eclielle 
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logarithm ique pour laquelle l’intervalle de i a 10 (fractionne en 
deux troncons superposes sur la regie) a une longueur de i m . Sur 
cette regie Fechelon est de 0,002 de i a 2, de o,oo 5 de 2 a 5 , et 
de o, 01 de 5 a 10. 

11 est essentiel de remarquer que, si l'on prolonge Fechelle loga- 
rithmique an dela de 10, elle se reproduira de 10 a 100 avec la 
meme longueur et les m ernes intervalles, mais ceux-ci correspondant 
a des echelons dix fois plus grands; de meme de 100 a 1000 avec 
des echelons encore dix fois plus grands, et ainsi* de suite. En 
d autre s termes, sur Fechelle de 1 a 10, d’abord conslruite, les 
unites peuvent etre prises comme se rapportant a un ordre decimal 
queleonque, e’est-a-dire que le degre d’approximation relatif est 
constant. 

La justification de cette remarque resuite de ce que 

[j. log( 10" z) = \x(n -+- log ,3), 

en sorte que, de io"“' a 1 o K , Fechelle est la meme que de 1 a 10. II 
suffit seulement de supposer l’ongine rejetee a la distance /ip. de 
I’origine primitive dans le sens negatif. 

r / 

6 . Echelles derUees. E talons de graduation. — Lorsqu’on pos- 
sede une echelle de la fonction il est tres facile de construire 

l’echelle de la nouvelle fonction obtenue en j remplacant ^ par une 
certaine fonction de z et, plus particulierement, par pz + cp ce qui 
est le cas le plus ordinaire. 

La nouvelle echelle est alors dite derivee de la premiere, et. 
celle-ci prcnd le nom cl etalon. Les echelles construites precedem- 
inent, si on les envisage a ce point de vue, seront done appelees : 
etalon metric/ ue , etalon lo garithm ique . 

Supposons, par exemple, cju’on ait a construire sur un axe 
Fechelle de la fonction log(/r« + q). On part de la valeur z — a et 
I on commence a construire Fechelle avec un certain echelon 6 . 

Ay ant applique l’etalon logarithmique le long de l’axe a graduer, 
on marque d abord un trait en face du point de l’e talon dont la cote 
est pa-\-c/. puis, a partir de la, d’autres traits en face des points de 
eet etalon pris de pt j en pty. Comme, en general, p§ a une valeur 
simple telle que 0,1, 0,2, o, 5 , cette operation se fait tres rapidement. 
Elle n’est, en tout eas, pas plus compliquee que cell e qui consiste a 
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porter sur un axe la graduation pz-\-q au moyen de l’etalon 
metrique. 

On pourra meme enoncer cette operation en disant tout simple- 
ment que Yon porte la graduation pz 4 - q au moyen d’un etalon 
logarithmique. 

Tout dessinateur de nomogramme devant aujourd’hui avoir sous 
la main un etalon logarithmique (‘) aussi bien qu’un etalon metrique, 
on voit qu 'au point de vue de la simplicity de la construction il 
sera indifferent d' adopter une solution comportant le trace de 
Vechelle soit de j(z)-, soil de lo gf(z). On trouvera dans la suite de 
FOuvrage de nombreuses occasions d’appliquer cette reinarque, 
Femploi des echelles logarithmiques j etant tres frequent. 


r r 

7. Echelles transformees. Echelles projectiles. — On peut 
egalement deduire de Fechelle de f(z) les echelles des func- 
tions H[/(s)], R etant une fonction rationnelle, par application de 
transformations geometriques simples; les nouvelles echelles ainsi 
obtenues sont alors dites transformees de la premiere. 

L’exemple le plus simple qui puisse etre donne d’une telle trans- 
formation est celui de Fechelle projective la plus generate de celle 
de f(z ), qui prend le nom ( Yechelle homographique lorsque f(z) 
se reduit a*. 


Fig. 5. 



Tne telle echelle est definie par F equation 


111 j ( 5 ) — 1 — Yl 

P J( Z ) C 1 


avec 


o = niq — np ^ o. 




( 1 ) La rnaison 7 avernier-Gravet a construit, d’apres nos conseils, une regie 
a la fois, des etalons logarithmiques de modules respectivement egaux 

2 5cm 

2,)Cn S i2 cm ? 5, — > qui repondent a tous les besoins pratiques. 


f ortant 

5ocni^ 
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On sait, et d’ailleurs il est immediat de verifier, que leFig- 6 . 


rapport anharmonique de quatre valeurs quelconques de F(s) 
est le meme que eelui des quatre valeurs correspondantes 
de f(z). II s’ensuit que les ponctuelles constitutes par les 
deux echelles sont projectives Tune de P autre et, par suite, 
que, si les rajons determines par trcus couples de points cor- 
respondants passent par un meme point P, il en est de meme 
de tous les autres rayons analogues. 

Soient done A', A", A"' trois points directement deter- 
mines de Pechelle de F(s), correspondant respectivement aux 
valeurs z r , z\ z” de la variable {fig. 5 ). Sur un axe quel- 
conque passant par A' portons Pechelle de la fonction f{z) 
dont nous possedons l’etalon, de telle sorte que son point 
cote z' tombe en A', et soient B" et B" les points cotes z 
et z" . Le point de rencontre P de A"B" et A"' B" constitue des 
lors le centre a partir duquel, pour la position envisagee, 
Pechelle de F(.s) est effectivement projective de celle de f{z). 
Des lors, le rayon issu de P qui passe par le point B cote z 
• sur la seconde donne sur la premiere le point' A cote avec la 
meme valeur de -j. 

Soit, par exemple, a construire Yechelle segmentaire portee 
par le segment de droite A 0 A^, telle que le point cote z sur 

cette echelle soit le point A tel que = — 5. Sur cette 

echelle le point cote o est en A 0 , le point cote 00 en A # , le 
point A, cote 1 an milieu de AoA*,. Par A 0 faisons passer un 
axe quelconque sur lequel nous porterons une echelle me- 
trique ayant son point cote o en A 0 , son point cote 1 en B,. 
Le centre P sera dans ce cas a la rencontre de la droite A, B, 
et de la parallele a A 0 B, menee par A M ; la projection de 
Pechelle metrique faite a partir de ce point P sur A 0 A,, fournit 
Pechelle segmentaire demandee {fig. 6 ). On remarquera que 
la construction generate conduit ici a celle meme que donne- 
rait le simple emploi de la Geometrie elementaire. 

/ 

8 . Echelles isogrades. — Nous avons suppose jusqu’ici 
que Pechelle etait construite pour des valeurs de la variable 



croissant par echelons egaux. Cela conduit pour toute echelle autre 
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qu'iine echelle metrique, a des mtervalles inegaux ( litre les points 
marques. Rien iVempeclie, si Ton prefere avoir des points regu- 
Fig. 7 . lierement espaces, de satisfaire a cette condition cn saerifianl 


1,00 

_ 1.04 

C 09 

- 1,15 

- 12 1 

1,26 

_ 1.32 

_ 1.38 
_ 1,45 

.. r 52 

1,58 

- 1.66 
„ 1,74 


alors l’egalite des echelons. On obtient ainsi ce que nous 
appelons une echelle iso grade. 

Le principe de la construction d une telle cchelic est bien 
simple. Partant de la valeur a, et s etant donne, outre le 
module a, Fintervalle constant i entre les points de division 
successifs, on determine les cotes z\ z\ z\ . . . de res points 
par les equations 


_ 1,82 

- L91 

2,00 

_ 2,09 

_ 2.19 

- 2.29 

_ 2,40 

2.S2 

- 2.64 

_ 2,76 

_ 2,89 

- 3,02 
3,16 

- . 3,33 

- 3,47 

_ 3,63 

- 3,81 

3.99 

_ 4.17 

- 4,37 

_ 4,58 

- 4,79 


l - =/(-') -/(«)=/(*') -/(-")■ .... 

i 

La determination de z', z\ z'", ... se fera lies aisemcnl 
si l’on possede une table de la lone tinn f(z). On iraura qu a 
relever les valours de Fargo ment correspondanl a des valeurs 
de la fonction croissant en progression arithmetique. 

La figure ~ donne Feelielle logaritliniique isograde cons- 
truite de o a 10 avee u — i25 mm , i = 2""". 5. 

Le defaul- d’une telle disposition est d exiger une eliillraison 
complete, au lieu que, a\ec les eehclles normales, conunr 
nous Favons indique dans la remarque finale do n° on pen I 
ninscrire des chi fires que de loin en loin, comme sur on 


~ 525 double-decimetre. Nous en signalerons plu> loin un avanlage 

- 550 (n (> 27, 2 °). 

_ 5.76 V 7 1 

_ 6.03 

- 6,31 

- II. Equations a deux variables. 

_ 7,2$ 

- 7,59 

_ 7,9$ Convenons lout d’abord d'une notation qui nous servira 
_ 8,7! uniformement dans toute la suite de cel Om rage pour l ex- 

- 9.55 pose des principes et des methodcs in absti aeto. 

50 Les variables entrant dans une equation seronl representors 
par la lettre z allectee d indiees correspondants : z 3 et 


les lettres designant des fonetions de ees variables seronl a libelees 
des indices de Louies les variables donl dependent ees fonetions; 
ainsi, / 1 designera line fonction de la seule variable ; f ., . une fonc- 
tion de la seule variable z*: une fonction des variables ”, el z -> ; 


une fonction des variables z t . z 3 , z :i : et ainsi de suite. 
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9. Representation par echelles accolees. — Celapose, considerons 
une equation de la forme 

qui est tres frequente dans la pratique. 

Supposons construites, de part et d’autre d’un meme axe et a 
partir de la meme origine, les echelles 

x — 'xz-2 et x~iJ.fi. 

Des lors, deux valeurs de z y et de z 2l se correspondant en vertu 
de l’equation precedente, seront inscrites en face d’un meme point 
de l’axe supportant les deux echelles. II suffira done, etant donnee 
l’une d’elles, z, par exemple, de lire la valeur de z 2 correspon- 
dant , sur la seconde echelle , au point cote z^ sur la premiere. 

Si z K a pour limites a t et b i: on construira l’echelle ( ) entre ces 
limites et l’echelle (z- 2 ) entre les valeurs correspondantes a* et bo, 
donnees par 

* «a=/i(«i), l>2=fi(bi). 

Exemples : 

i" Nombre probable des ecaris. — Si la fonction &(t) est definie par 
l’egalite ( 1 ) 

r f 

6 (t,)— —— I e —'* 2 du, 

f 71 Jo 

on sait que le nombre probable N, sur iooo, des ecarts inferieurs, bn valeur 
absolue, a celui dont le rapport a Fecart probable est p, est donne par 

N = i ooo 0 ( p ). 

Prenant comme module \x — o""", 1 3 , on representera cette formule en 
construisant sur un meme axe les deux echelles 

x = o mm ,i3N et x = 1 3o nim 0 ( p ). 

On obtient ainsi. la figure 8, empruntee au Traite de nivellement de haute 
precision , de M. Lallemand ( 2 ). 

Depression de V horizon de la mer. — La formule qui fait connaitre, 


( 1 ) On possede les tables de cette fonction. Voir notamment le Calcul des pro- 
bability de J. Bertrand, p. 3:>g. 

( 2 ) Page 227 du tirage a part de cet Ouvrage, extrait du Volume : Lever des 
plans et nivellement de V Encyclopedic des Travaux publics (1889), et page 5-5 
de ce Volume. 
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en minutes, la depression o de l’horizon de la mer en fonction de Falti tude h, 
en metres, de Foeil de Fobservateur au-dessus du niveau de la mer, lorsqu’on 
tient compte de la refraction, est 

o=i,8385 //o 

Fig. 8 . 

P N 
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x = i4 mm ,7o8 \J h, 


t>n obtient la figure 9. empruntee au Memoire de M. Fave sur les Ephemerides 
graph iques ( J ). . 

Eig. 9 - 



Les calculs nautiques s’effectuant encore a l’aide de la division sexagesimal 
du cercle, l’intervalle correspondant a chaque minute d’angle a ete divise en 
six parties egales, de sorte que l’echelle de la depression est divisee de 10 
en 10 secondes. D’apres ee que nous avons dit a propos de l’interpolation a 
vue (n° 4 ), un bon lecteur obtiendra done sur cette echelle la depression 
a 1 seconde pres. 

Par exempte, pour h — r 5 m , il lira 0 = 7' 7". 

Remarque. — Nous avons suppose les deux echelles portees surle 
meme axe, mais nous pouvons tout aussi bien les supposer portees 
sur deux axes paralleles, les points se correspondant de l’un a 
l autre sur des perpendiculaires a leur direction commune, qu’on 
pourra mener par les points de division de Fune des deux echelles, 
(^ 2 ) pat' exemple. 


10. I aversion des echelles. — Reprenant Fequation 

z 2 =fi, 

supposons qu’on la resolve par rapport a ^,.Elle devient alors 

Les fonctions f t et f 2 sont dites inverses Fune de Fautre. 

On pourrait representer Fequation mise sous cette nouvelle forme 
ainsi qu’on Fa fait precedemment, mais si la premiere representation 
a deja ete effectuee, l’etablissement de la seconde est immediat. II 
su ffit, en elfet, apres avoir dispose le long d’un axe une echelle 


( l ) Annales hydrographiques; 1894. 


d’ocagne 


2 
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metrique z t , 
pondantes de 


d inscrire de lautre cote de l axe les valours corres- 
z. 2 . relevees sur les j.>remieres echelles accolees. 


Fig. io. 


P N 



Les echelles qui aceompagnent l’echelle metrique sur I’ one et sur 
l autre representation sont dites, eomme les fonctions eorrespon- 
dantes, inverses Fune de l autre. 
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Far exemple, si l’on opere aiiisi F inversion de Fechelle de la 
figure 8, on obtient celle de la figure 10 , qui se rencontre dans le 
Coitrs d’A r tiller ie du commandant Jouffret ( 1 ) . 

11. A ccolement de deux ec he lies fonctionnelles. — L/ equation 
entre ", el ; 2 pent encore etre mise sous la forme 

/1 —fii 

soit qu on ne puisse, par les precedes de l’Algebre elementaire, degager 
du signe fonctionnel ni ni z 2l soit qu’on ait interet a adopter pour 
1 une des variables une echelle speciale. 11 arrivera notamment 
que, en vue d’avoir pour Fune des variables une approximation 
relative constants, on la representera par une echelle logarithmique. 

La representation, dans cette hjpothese, s’obtient tout aussi faci- 
lement. 11 suffit de construire, de part et d’autre d un meme axe, les 
echelles definies par 

x = [J. /[ et x — u / 2 . 

Voici, a litre d exemple, la representation de 1 equation 

tanga, = sin a 2 , 

obtenue par M. Lallemand avec a = o m , 1 (fig- 11 ). 

Si. Fequation etant mise sous la forme 

(0 -1 =A 

on adopte pour la variable z K Fechelle 

(•>) X = o l , 

Fechelle de la variable z 2 s'obtiendra par Felimination de z { entre 
les equations (i) et ( 2 ), ce qui donnera 

x — cp 2 . 

Si Felimination pent se faire sous cette forme explicite, on est 

( J ) Cours d' Artillerie : Les Projectiles , p. xi8. (Fontainebleau, 1881.) Le com- 
mandant Jouffret considerant non pas la valeur absolue des ecarts, mais ces ecarts 
eux-memes pris avec leur signe, Fechelle se reproduit symetriquement de part et 
d’autre du zero, les cotes de Fechelle du nombre probable des coups etant reduites 
de moitie. - 
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ramene au cas precedent. Sinon, apres avoir conslruil Fechelle 
(^i)j on calcule les valeurs de z< qui, en vertu de Fequation (i), 
correspondent a un certain nombre de valeurs de z 2 et, en face des 
points ainsi obtenus sur Fechelle ( 3 ,), on inscrit ces valeurs de z z . 

Fig. ii. 



On obtient de cette fagon Fechelle (z 2 ) sans avoir eu a effectuer 
F elimination algebrique destinee a faire connaitre Fequation (3). 

Exemple : Erreur probable d'une nivelee. — Dans la determination de 
1’erreur accidentelle probable d’une nivelee par diagrammes anamorphoses, 
I’abscisse X et 1’ordonnee Y, a 1’origine, de la droite de repartition, sont 
donnees, en decimillimetres, par les formules 





(1) 

(») 
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en fonclion de l’erreur probable rj, qui est representee par une echelle loga- 
rithmique. 

La representation de l’equation (2) s’obtient immediatement, p etant le 
module, au moyen des formules 

x '= plog?), x = plog (665 — log Y)„ 

En prenant p = n cm , on obtient ainsi l’echelle de gauche de la figure 12 ( ! ), 
Pour construire directement l’echelle (X) de l’equation (1), il faudrait, 
apres avoir elimine r t entre cette equation et l’equation 

x = p logr,, 

ce qui donne 

X = 6,44 X ioV-^/ 2,823 — ^ , 

tirer de la x sous forme explicate, ce qui ne se peut pas. On est done oblige 
de proceder comme il vient d’etre dit, c’est-iirdire de calculer les valeurs de X 
pour un certain nombre de valeurs de r t et de marquer les points corres- 


Fig. 12. 



pondants en se servant de l’echelle de r h On obtient ainsi iY-chelle de droitc 
de la figure 12. 

Remarque. — Nous avons suppose jusqu’ici que les eclielles 


(') Cette figure reproduit la figure 77 du Traile de nivelle/nent de haute preci- 
sion de M. Lallemand. 
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xx 

etaient toujours construites sur des droit es. G est en ell'et ce qu il v a 
de plus simple; mais rien. le cas echeant, lie s’opposerait a ce qu'ello> 
iussent disposer's le long d’une courbe, si, par exemple, les valeurs 
de Tune des variables provenaient d’une premiere representation oil 
cettc variable sera it necessairement representee par des points cotes 
distribues sur une certaine courbe. 

* 

12. Representation cartesian ne metrique. On peat aflecter a 
chacune des deux variables une echelle metrique en etablissant le 
lien entre points correspondants par l’intermediaire d’une courbe. 
selon la methode cartesienne. 

Imaginons que l'on porte sur deux axes rectangulaires Ox et Oj~ 
les ec belles 

x=[XiZi et 

et que, par les points de division marques sur chacun de ces axes, on 
leur eleve des perpendiculaires. 

Si les valeurs et satisfont ensemble a l’equation 

(l) F,2=0, 

les perpendiculaires elevees aux axes correspondants par les points 
cotes z t et z 2 se coupent en un certain point. Les points repondant 
ainsi aux divers couples de valeurs^, et satisfaisant a l’equation (i) 
sont distribues sur une certaine courbe C qui, rapportee aux axes Ox 
et O y. a pour equation 

Fa , — ) = o. 

\Fi 1 * 2 / 

Les divers points de la courbe C, determines individuellemenl, 
sont facilement marques sur le plan, grace au quadrillage ci-contre 
delini, et l’on voit que la courbe (i obtenue par jonction de tous ces 
points an moyen d un trail continu suffit a constituer une represen- 
tation de l’equation (i). 

si r on se donne l’une des variables. " , par exemple, on n a qu a 
prendre le point mi la courbe C est rencontree par la perpendiculaire 
, a O r passant par le point de cel axe cote et a lire la cote z 2 du 
pied de la perpendiculaire abaissee de ce point sur O p. 

11 ne sera d’ailleurs pas necessaire de tracer ces perpendiculaires. 
Si, par liasard, elles coincident avec deux des droites du quadrillage, 
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cela va de soi. S’il n’en est pas ainsi, on pent, par la pensee, les 
intercaler entre celles-ci, effectuant de la sorte sur le quadrillage une 
interpolation a vue, analogue a celle dont nous avons deja parle (n°4) 
a propos des simples eehelles. 

La figure i d donne une telle representation pour Fequation 

N = 1000 0 (p) 


Fig. i3. 



deja envisagee au n° 9, etablie avee les modules u., = i cm pour Ox, 
p. 2 — o c,n ,oo4 pour Or. 

Remarque. — Si la variable s t a pour bind tea les valeurs el b fr 
il n’j a lieu de tracer la courbe C qu’entre les perpendiculaires k Ox 
correspondant aux points x = et x =•■{*■» Les perpendieu- 
laires abaisse.es sur Oy des extremites de eefe arc dte eourbe deter- 
minent les limites coiTespendantes a 2 eft b^ de la variable z 2 >. 
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13- Empl oi d 1 an transparent. — Pour eviter ala fois le trace 
d’un systeme de droites paralleles et la necessite d’efFectuer, le cas 
eeheant, une interpolation a vue entre ces droites, il est tout naturel 
d’avoir recours a une droite tracee sur un transparent mobile, mais 
convenablement oriente, qu’on fera glisser sur le tableau. 

Selon le cas, on se servira de cet artifice pour l’un des deux ou 
pour les deux systemes de droites paralleles constituent le quadrillage 
defini au nuraero precedent. 

Dans les deux cas, le transparent portera deux axes rectangulaires 
qui seront dits ses index. Si Ton fait glisser Fun d’eux le long de 
l’axe O^, les diverses positions de Fautre suppleeront aux perpen- 


Fig. 14. 



diculaires a cet axe non tracees. On en trouvera un exemple plus loin 
(n° 22; 3°). 

Si, en maintenant ses index respectivement paralleles aux axes 
O z et Oy, on deplace le transparent de facon que son centre (point 
de rencontre des index) reste sur la courbe C, on voir que, pour 
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chacune de ces positions, les cotes des points ou les index coupe- 
ront les echelles des axes fourniront un systeme de valeurs corres- 
pondantes. 

Pour maintenir l’orientatiori du transparent, on peut tracer sur 
le tableau une serie de paralleles a la direction de l’un des axes, 
laissant entre elles des intervalles egaux assez petits, 5 mni par 
exemple. L’index du transparent parallele a l’axe considere tombera 
entre deux de ces paralleles, et Fon'sait que l’oeil apprecie tres exac- 
tement le parallelisme de deux droites peu ecartees Fune de 
Fautre. 

On peut aussi constituer le transparent au moyen d’une raatiere 
rigide et mince (verre, corne, celluloid, etc.) ayant deux bords 
rigoureusement paralleles aux deux index. Dans ce cas, apres avoir 
mis l’index I 2 en coincidence avec Ox, de facon que le centre du 
transparent se trouve au point cote z { , on applique une regie contre 
le bord du transparent parallele a I ( et Fon fait glisser ce transparent 
le long de cette regie jusqu’a ce que son centre soit venu sur la 
courbe C. L’index I 2 rencontre alors l’axe Oy en un point dont la 
cote fait connaitre z 2 . 

La figure i4 reproduit la representation de la figure i3, modifiee 
comme il vient d’etre dit. La position du transparent, correspondant 
a l’exemple numerique p = i,3, N = 620 , est indiquee en pointille. 

14. Emploi d’u/ie echelle mobile. — Supposons que, dans le 
mouvement qui vient d’etre decrit, le transparent entraine l’axe O^r. 
On voit alors que Fon devra l’arreter dans une position telle que le 
point de l’axe Ox cote z, se trouve sur la courbe C. Gela suggere 
l’idee de cette autre disposition. 

On ne laisse subsister sur le tableau que l’axe Oy, avec sa gradua- 
tion, et la courbe C, et on le complete par un transparent portant 
deux axes, Fun 0 7 y', non gradue, destine a diriger les mouvements 
du transparent en glissant le long de Oy, Fautre, O'#', perpendi- 
culaire au premier, portant la graduation (s,) precedemment mar- 
quee sur Ox. 

Le mode d’emploi du tableau est alors le suivant : 

On fait glisser le transparent en maintenant O' y en coinci- 
dence avec O yjusqix* a ce que le point z, de V axe O' x se trouve sur 
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la courbe C. La cole du point de O r avec lequel coincide O' est 
alors egale a z 2 . 


On pourrait evidemment rendre mobile l’axe O y au lieu de Ox. 
La figure i5 montre ce que devient, avec cette nouvelle disposi- 


(N 


Fig. i5. 
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lion, la representation donnee par la figure i4*. II ne faut pas perdre 
de vue, en examinant cette figure, que Faxc O 'x est lie a un axe O ' y 
qu’on peut faire glisser le long de Oy. 


15. Anamorphose. — Nous avons suppose les variables z { et z 2 
representees respectivement sur les axes O^r et Oy par des echelles 
metriques. G’est evidemment ce qui est le plus simple; mais on peut, 
dans certains cas particulars, etre amene a adopter d’autres echelles. 
II n’y aurait alors rien a changer a ce qui precede; on aurait encore 
recours a la courbe lieu du point de rencontre des perpendiculaires 
aux axes Ox et Oy, elevees par les points cotes z 4 et z 2 ; sc ulem en I 
ce tte courbe ne serai I pas la merne que dans le cas precedent . 
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Oil peut, eii particular, toujours substituer une droite a la courbe 



qui serait constmite au raoyen de deux echelles metriques en trans- 
formant con\ enablement une de ces echelles. 



Soit, par exemple ( Jig. 16), OP la courbe obtenue avec des 
echelles metriques portees sur Ox et O y. Les points A, et A 2 res- 
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pectivement cotes z, el z 2 correspondent an point M de la conrbe OP. 
Pour substituer a la conrbe OMP la droite OM P, choisie d’ailleurs 
au hasard, il suffit de modifier Feclielle portee sur Ox en transpor- 
tant la cote z i: d’abord inscrite a cote du point A t , au point A' 
obtenu en prolongeant la perpendiculaire A 2 M a O y jusqu’en son 



point de rencontre M' avec la droite OP et abaissant du point P la 
perpendiculaire M A' sur O^r. 

Cette transformation, qui substitue la droi te OM P a la courbe OMP, 
est ce que Lalanne a appele une anamor phase geometrique , ainsi 
qu’on le verra plus loin (n° 23 ). ' 

Appliquee a la figure r 3 , l’anamorphose donne la figure sj. 
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Voici 1111 autre exemple emprunte a la Pratique du calcul des 
plane hers du capitaine du Genie Grison (') : 

Ge tableau, reproduit par la figure 1 8, fait connaitre la valeur de 

q = />* 

en fonction de celle de p 1 pour p variant de 5 oo a 2000. 


( J ) Brochure autographiee a l’Ecole du Genie de Grenoble (1891). Le tableau du 
capitaine Grison s’etend en realite de p — 5 o a p = 2000. 



CHAP1TRE II. 

REPRESENTATION PAR STONES CONCOURANTES 
DANS LE CAS I)E TROIS VARIABLES. 


I. — Abaques cartesiens. 

16. Abaques cartesiens a trois variables ( , ). — Soil a cons- 
truire un diagram me cote pour Inequation 

<0 Fl23=0. 

L idee qui se presente tout d’abord a l’esprit est celle-ci : donnons 
a Pune des variables, de preference a celle qui sera le plus genera- 
lement calculee en fonction des deux autres ( 2 ), z 3 , par exemple, 


0 ) II semble bien que ce soit Pouchet qui, dans son Arithmetique lineaire (1790), 
ait tente le premier de faire systematiquement usage d’un abaque cartesien. La 
meme idee se rencontre pourtant deja dans les Longitud Tables et Horary Tables 
de Margetts, publies a Londres en 1791; on la retrouve ensuite dans les travaux de 
d’Obenheim, officier du Genie (Balistique, 1 8 1 4 ; Memoirs sur la planchette da 
■canonnier, 1818); de Piobert, officier d’Artillerie {Memorial de V Ar tiller ie , 1826); de 
Bellencontre, egalement officier d’Artillerie ( Memorial de l’ Ar tiller ie, i 83 o) ; d’Allix, 
ingenieur de la Marine ( Nouveau systeme de tarifs , 1840). C’est Terquem qui fit 
remarquer, a propos des publications de d’Obenheim et de Bellencontre ( Memorial 
de T Artillerie, i 83 o), la generalite de ce mode de representation des equations a 
trois variables, en 1 assimilant a celui des surfaces topographiques au moyen de la 
projection de leurs courbes de niveau, dont les inventeurs furent Philippe Buache 
(Essai de Geographie physique dans les Memoires de VAcademie des Sciences 
pour 1762), Ducarla ( Expression des nivellements, 1782) et Dupain-Triel ( Methods 
nouvelle de nivellement , 1804). D’apres M. Favaro, Pemploi des courbes de niveau, 
dans certains cas particuliers, se rencontre chez divers auteurs plus anciens : Bas- 
santin {Astronomique Discours, Tdo-j); le P. Jean-Francois (Art du fontainier , 

1 665 ) . 

( 2 ) Bien qu’un nomogramme a trois variables pemiette, en general, indifferem- 
meat le ealcul d’une des variables en fonction des deux autres, il convient, princi- 
palement pour la limitation du tableau, de distinguer eelles que Ton a le plus 
habituellement a considerer comrne independantes. Dans la pratique, ce choix n est 
pas douteux, attendu que, dans la plupart des formules representees, c’est toujours 
la in cm e variable qui est prise pour inconnue. 
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tine valeur determinee. Nous avons alors une equation entre les deux 
variables z t et z 2 -, que nous pourrons representer, ainsi que cela a 
ete indique au n* 12, au moyend’une courbe tracee sur le quadrillage 
defini par les formules 

( ) x — uj z i , 

Oa) y = 

p.j et etant des modules choisis en vue de la meilleure disposi- 
tion. 

L" equation de cette courbe sera 






o. 


Cette courbe, le long de laquelie Felement z 3 conserve une me me 
valeur, a ete dite par Lalanne une courbe d'egcd element, puis par 
hauteur allemand Vogler une courbe isoplethe (-toc, egal; 
quantite). Ce dernier terme a ete depuis lors adopte par Lalanne. 
Nous dirons tout simplemenfe une courbe cotee. 

Construisons de meme les courbes repondant a une serie de valeurs 
de ^ 3 , croissant par echelons reguliers, en ayant soin (Y inscrire a 
cote de chacune d’elles la valeur de z :i correspo ndante . 

Remarqiu5ns d ailleurs qu il suffira de tracer la portion de chaque 
courbe comprise a l’interieur du rectangle forme par les perpendicu- 
laires elevees respectivement a Ox et a O y par les points correspon- 
dant aux valeurs limites a, et b , de z^ a 2 et b 2 de qui sont des 
donnees de la question, puisque nous avons suppose que z t et que z 2 
etaient les variables independantes. 

Nous obtenons done, a l’interieur d ? un rectangle quadrille {fig- 19 ), 
un sjsteme de courbes cotees qui nous fournit la representation 
demandee dans les limites admises pour les variables independantes. 
Ce rectangle quadrille figurant une sorte de damier (en grec, a6sc;), 
Lalanne a donne a ce genre de diagramme le nom ( Yabaque ( '). 

baisant une fois pour toutes la convention de designer par les 
terrnes <Y horizon tale et de verticale les paralleles respectives a Ox 
et a Oy, nous pourrons enoncer le mode d’emploi d un tel abaque, 


(*') Voir le cinquieme renv f oi de l'lntroduction. 
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en vue dobtenir la valeur de z 3 lorsqu’on s’est donne z t et z 2 de la 
maniere suivante : lire la cote z 3 de la courbe passant par le 
point de rencontre de la verticale cotee z , el de Vhorizontale 
cotee z 2 . . 

Par exemple, sur la figure 19 , pour z t = 2 , z 2 = 5, on a z 3 = 4* 


Fig- T 9- 



0 183453789 


(Zt) 

11 va sans dire que cette lecture suppose, le cas echeant, le secours 
d une interpolation a vue. Par exemple, sur la figure 19 , pour — 4?5? 
z 2 =2,5, on lirait z 3 = 3 , 5 . 

Nous avons admis que l’equ'ation consideree servait de preference 
a calculer z ;{ en fonction de et z 2 , mais on voit immediatement 
que l’abaque permet tout aussi bien d’obtenir^, 011 z 2 lorsque l’autre 
de ces deux variables est donnee ainsi que ^ 3 . 

Par exemple, z 2 et z :i etant donnes, on aura Z\ en lisant la cote 
de la verticale passan t par le point de rencontre de Vhorizontale 
cotee z 2 et de la courbe cotee z 3 . 

Les abaques ainsi constitues, derivant directement de Fapplication 
des ‘coordonnees cartesiennes, sont dits abaques cartesiens. Ter- 
quem a remarque qu’ils peuvent etre consideres comme fournissanl. 
la representation par courbes de niveau de la surface definie par 
Fequation ( 1 ) ou z {1 z 2 et z 3 sont prises pour des coordonnees carte- 
siennes de Fespace. 

Remarque. — Les courbes (s :{ ) ont une enveloppe dont Fequation 
s’obtient, comme on sait, en eliminant z 3 entre Fequation (^ 3 ) et sa 
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derivee par rapport a z s 

d _ / x y \ 

~rz~ Fjsj ( — > — > z z) — °- 
\ IM [J-2 1 

s 

Mais il sera generalement superflu de determiner cette enveloppe 
d’ailleurs bien souvent exterieure a la partie utile de l’abaque, limitee 
a l’aire du rectangle ci-dessus defini. 

17. Rattachemenl au principe des echelles ciccolees. — A simple titre de 
curiosite, nous ferons remarquer que le principe,de la representation des 
equations a trois variables, obtenu ci-dessus par la voie la plus naturelle, 
peut egalement se degager du mode de representation des equations a deux 
variables, expose au n° 9, lorsqu’on tient compte de la remarque qui termine 
ce numero. 

Donnant a z x dans l’equation (r) du numero precedent une valeur par- 
ticuliere -s*/, nous avons a representer une equation entre les deux variables 

Ct -S3 

( 1 ) F(s?, z 2 , s 3 ) = o. 

Pour cela, portons respectivement, sur l’axe O y et sur la parallele a cet 
axe dont l’abscisse cst 

(2) x = \x ,sj, 

les graduations (s 2 ) et (s 3 ) definies par 

(3) y — [j .2 s 2 

# 

et 

(4) y — ®(s 3 , s?), 

cette derniere equation etant celle qu’on obtient en explicitant par rapport a y 
l’equation , 

(4') "• 

Lorsque nous donnerons a s^ d’autres valeurs, la graduation de 0 y ne 
variera pas et nous aurons de nouvelles graduations sur d’autres verticales, 
en vertu des equations ( 2 ) et (4). 

Nous pourrons joindre par une meme courbe tous les points qui, sur ces 
verticales, correspondent a une meme valeur de s 3 , valeur qui servira de cote 
a cette courbe. 

L’equation d’une telle courbe s’obtient par 1’elimination de sj entre ( 2 ) 

d’ocagne 


3 
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et (4) ou, ce qui revient au merae, entre ( 2 ) et (4 )• Elle est done 


F 


x v 

J —■) -«3 

l J l ! J -2 


o. 


On voit qu’on retrouve bien ainsi les courbes precedentes. Use rencontrera 
d’ailleurs des cas ou l’on aura avantage, pour la construction de I’abaque, a 
suivre la inarche resultant de ce mode d’exposition (*). 

18. Emploi d’an transparent ou d’une eehelle mobile. — O 11 
pourra ici encore recourir a l’emploi d’un transparent tel qu/il a ete 
decrit au n° 13. 

Le mode d’emploi de l’abaque sera alors le suivant {fig. 20 ) : 


Fig. 20. 



Le transparent el ant orienle , faire passer les index I* el I 2 res- 
pectivement par les points cotes et z 2 sur Ox et Oy ; la cote de 
la courbe sur laquelle se h om e alors le centre du transparent 
fait connaitre z s . 

Par exemple, sur la figure 20 , pour z { — 10 , z 2 = 8, on a z 3 = 5. 

On pourra aussi, comme cela a ete indique au n° 14, permettre a Fun 
des axes Ox ou O y, le second par exemple, de giisser sur lui-meme. 
Dans ce cas, le mode d emploi devient le suivant {fig'. 20 bis ) : 

On amene Vorigine O' de Id axe mobile O' y' au point z- s de 


C) On en relrouvera un exemple au n" 7 de 0.60 a propos de Pabaque des eearts 
probables du tir sur terrain incline, construit par le lieutenant d’artillerie Jean 
Aubert (aujourd’hui ingenieur des Ponts et Chaussees). 
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V axe Ox. Le point z > de V axe ( )'y' tombe alors sur une courbe 
dont la cote fail connaitre z 3 . 


Fig. 20 bis. 



Sur la figure 21, pour z, = 10, z<> = 4 ? on a s s = 3 . 


19. Exemples. — Les exemples d’application de cette methode sont extre- 
mement nombreux. Ils comprennent notamment tous les tableaux graphiques 
construits depuis les premiers essais de Pouchet jusqu’aux travaux de Lalanne, 
dont quelques-uns ont ete cites dans le premier renvoi du n° 16. 

Nous signalerons ici le tableau de multiplication de Pouchet, et l’abaque 
construit par MM. Fave et Rollet de l’lsle pour les problemes du point a la 
mer ( 1 ). 


i° Premier type d’abaque de multiplication. 
traduit par l’equation 


Z X Z 2 — Z 3= O. 


La multiplication se 


( J ) II est essentiel de remarquer que la methode s’applique sans nulle difficulte 
lorsque les trois variables sont liees par une loi qui n’est connue qu’empiriquement. 
En efTet, a chaque couple de valeurs de deux des variables z t et z v prises comme 
independantes, correspond le point du quadrillage situe au croisement de la verti- 
cale (z j) et de I’horizontale (^ 2 ); Supposons que nous inscrivions en ce point la 
valeur correspondante de z,. Nous n’aurons plus ensuite qu’a joindre, par une ligne 
continue, tous les points repondant a une meme valeur de z 3 pour avoir la courbe 
cotee ( z 3 ), de meme qu’en unissant sur un plan topographique les points de meme 
cote par un trait continu on obtient ses courbes de niveau. 

Les applications de cette methode sont tres frequentes. On trouvera quelques 
details, a ce sujet, dans le Calcul graphique de Favaro (traduction Terrier, p. 1 54 
et suiv.) et dans 1’important Ouvrage que Marey a consacre a la Methode gra- 
phique dans les Sciences experimentales (I re Partie, Chap. Y). Voir aussi l’exemple 
cite dans le renvoi precedent. 
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Voici comment les equations (r) et (2) 'permettent de resoudre les cinq 
premier cas (*) 


i er cas : 

Pour 


a, 

«1 = 

b, 

on a 

a 2 == c, 

a 4 s= B, 


» 

» 1 = 

c, 

a 2 = 

b, 

» 

a 4 = 

C, 

2 e cas : 

» 

*1 = 

b, 

a 2 == 

c , 

)> 

a 3 =s a, 

pc' 

III 



a i = 

c, 

a 2 = 

b, 

)> 

I 

34 = 

C, 

3 C cas : 


a 3 = 

a, 

- a 4 = 

B, 

» 

a t = 6 , 

a 2 = c, 


» 

a, == 

c, 

a 2 — 

b, 

» 

a 4 = 

c, 

4 e cas : 

» 

a a = 


a 4 s= 

B, 

» 

a 3 = a, 

a 2 = c , 


)> 

a i = 

C, 

a 2 = 

b, 

» 

a 4 = 

C, 

5 e cas : 


a 2 = 

b, 

a 4 = 

G, 

» 


8 

III 


» 

oc 2 h= 

b, 

a 2 = 

c, 

)> 

^,4 = 

B. 


II soffit done de superposer, sur un meme quadrillage, les abaques des equa- 
tions (1) et (2) pour pouvoir resoudre a vue, au moyen du tableau a quatre 
systemes de lignes cotees ainsi obtenu, les cinq cas indiques ci-dessus. 

En prenant tout simplement pour lignes cotees (a,) et (a 2 ) 


Oi) 

(« 2 ) 


ce qui donne 
( a s) 


K) 


y = 

x — pa 2 , 


v x 

cos — cos — = cosa-i, 

p p 

\ ■ 

Y zv 

cot — sin - = cota 4 , 

p p 


on obtient l’abaque de la figure 22, construit par MM. Face et Rollet de l’lsle, 
ingenieurs hydrographes, en vue de l’application suivante ( 2 ) : 

Dans la determination du point a la mer par la hauteur des astres, on a a 
resoudre le triangle pole-zenitb-astre PZE (fig. 22 bis) connaissant la distance 
polaire PE = 0, la colatitude PZ = X et l’angle horaire ZPE = ffl_. II s’agit 
d’obtenir la distance zenithale ZE = z et l’azimut BZE = A, ou son supple- 
ment PZE ( 8 ). 

On peut, pour effectuer cette resolution, appliquer le procede de Towson, 
qui a deja donne lieu aux tables de Lord Kelvin (Sir William Thomson) et 
qui consiste a mener par le point E le grand cercle EB normal au meri- 
dien PZ. 


( 1 ) On irouvera plus loin ( n os 103 et 115 ) des nomogrammes permettant de 
resoudre tous les cas possibles relatifs aux triangles spheriques quelconques. 

( 2 ) Annales hydro graphiques, 1892. 

( 3 ) G’est cet angle que, dans leur Memoire, MM. Fave et Rollet de l’lsle repre- 
sented par A z. 
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et nous devons calculer z ct A. C’est ici le deuxieme cas do resolution et le 
merae tableau nous montre que pour 


a 1 — n , a 2 = m — X, 

Pabaque donno 

a 3 = z, a 5 = A . 



En resume, Pemploi de Pabaque pour obtenir 5 et A, connaissant 0, iH et ), 
sera le suivant : 

Ay ant pris le point de rencontre des courbes a 3 = 0, et a v = iH, on suit 
I’horizontale de ce point , jusqu'au point dont la distance au premier , 
comptee sur cette horizontale , est egale d X. Les deux courbes passant 
par ce nouveau point donnent a 3 — z et a; = A. 

En prenant sur les axes Ox et O y des echelles de 2 mm pour 10', et, tracant 
les courbes de 10' en 10', on obtient facilement Papproximation de la minute 
qui suffit pour les besoins de la navigation. La figure 22 ter reproduit, a gran- 
deur d’execution, un fragment de io° caries de Pabaque de MM. Fave et 
Rollet de Plsle. L’interpolation parallelement aux axes s’opere au moyen d ? un 
transparent sur lequel un carre de i° de cote est subdivise en carres de io f de 
cote. 

Pour les differents usages auxquels cet abaque peut se preter pour les 
besoins de la navigation, nous renvovons au Memoire des auteurs ou la ques- 
tion est traitee dans les plus grands details. 


20. Superposition des graduations ; multiplicateurs correspondants. — 
Supposons qirune equation entre les trois variables Z 1 j Z%, Z 3 soil telle que, 
si l’on a 


F(*i, zt, z 3 ) = o, 
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on ait aussi, quelle que soit la solution (s l5 z 2 , £3), 


F(/,,/ 2 ,/ 3 ) = o, 

f\if \ 2 et / 3 etant des fonctions connues respectivement de .3i, s 2 ct -s 3 . 

Fig. 22 ter. 



Dans ces conditions, Fabaque, construit entre certaines limites, permettra de 
resoudre encore Fequation proposee pour des valeurs prises en dehors de ces 
limites. A ^ 

Supposons, en effet, que Fabaque ait etc construit avec les limites a 1 et bi 
pour z 1, a 2 et b 2 pour z 2 , a% et b 6 pour\s 3 . A cote de chaque valeur de z t , z 2 
et z 3 comprise entre ces limites, nous pourrons inscrire respectivement la 
valeur de de f 2 et de / 3 , en doublant ainsi cbacunc des lignes de gradua- 
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tion. Des lors, si nous prenons pour z x et z a des valeurs respectivement 
comprises entre/jOt) et f\(b { ), et entre/ 2 (a 2 ) et / 2 (6 2 ), nous voyons que 
l’abaque nous fournira la Valeur correspondante de z 3 , a la condition que 
nous fassions usage, pour les elements, droites et courbes, qui le constituent, 
des cotes inscrites dans les secondes lignes de graduation. 

II suffit que les limites primitives soient telles que les amplitudes de varia- 
tion s'etendant de a t a 6, et de f i (a l ) a fi(b t ) d’une part, de a, et b 2 , et 
d e/ 2 (a 2 ) a/ 2 (6 2 ) de l’autre, aient une partie commune pour qu’il n’y ait pas 
de lacune dans le champ de variation auquel Fabaque est applicable. 

G’est en cela que consiste le principe de la superposition des graduations. 
Apres avoir construit- Fabaque, on peut, sans rien changer aux droites et 
aux courbes tracees, superposer aux graduations primitives de nouvelles gra- 
duations s’en deduisant suivant des lois connues et fournissant encore des solu- 
tions de la meme equation. 

Il pourra arriver que les fonctions / t , / 2 , / 3 , ou certaines d’entre elles, 
soient assez simples pour que le calcul de leur valeur se fasse immediatement 
de tete. Ce sera le cas, par exemple, si ces fonctions se reduisent au produit 
des variables z x , z 2 , z 3 par des facteurs simples comme 2 , 5, ro ou une puis- 
sance de to. Lorsque cette circonstancc se produira, il sera evidemment inutile 
d inscrire sur Fabaque la seconde graduation qu’une operation mentale per- 
mettra de deduire immediatement de la premiere. 

Ces facteurs respectifs dits multiplicateurs correspondants sont a envi- 
sage!' surtout sous les deux formes suivantes : 

i° Si 1 on multiplie deux des variables Z\ et z, 2 par des facteurs quel- 
conques Xi et X 2 , il pourra arriver que la nouvelle valeur z' s de la troisieme 
variable puisse se deduire de sa valeur z 3 correspondant a Z\ et z 2 . 

Gela aura lieu lorsque Fon aura 

(0 = 

A etant une fonction quelconque, n\ et n 2 des constantes quelconques. On 

voit, en effet, que 1 on a, dans ce cas, en representant par V la fonction inverse 
de A, 

O) . J *i = A(X"'X"'V( 23 )). 

Le cas le plus simple est celui ou Fon a 1 • 

(ibis) z$== /, z n lz n,^ 

parce qu’alors ( 2 ) devient 

(*t>is) 

Autrement dit, si le systeme de valeurs (zj, z^ z 3 ) satisfait d V equa- 
tion (1 bis), il en est de meme du systeme (X^, X 2 s 2 , X^Xj*^). 
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X,, ^2 et a" 1 Xg 2 constituent alors des multiplicateurs correspondants . pour 
•les variables el; ^ 3 . 

En prenant pour X t et X 2 dcs valeurs simples, tel les quc io et ses puissances, 
par exemplc. on voit quc les nouvelles valeurs dc z i? .s 2 , s 3 se deduiront de 
celles inscrites sur l’abaque, par one simple operation mentale, sans difficulte 
aucune. 

2 ° Supposons maintenant quo les facteurs par lesquc'is on multiple et z 2 , 
an lieu d’etre independants l’un de Faiilre, soient A et X w . m etant line 
constante. 

La circonstance indiquee se presentera dans cc cas lorsqu on aura 

(3) 

4 et / etant des functions quelconques. On voit. en elfet. que, dans ce cas. 

(4) 4 = A( XV(^ 3 ) }. 



L’equation (3) pourra encore s’ecrire 

( 3 , ) *3 = b(z'if(z '14)), 


le nombre m etant alors 

p 

m — — 1— . 

q 

Dans ce cas f 1 ). on aura 

(4') -3 = A( X« \(z 3 ) .). 

Si, par exemplc. 'I’equation est de la forme 
(a) h%z 2 z p h o z*J 3 ~ f = o, 


\ 


clle pent s’ecrire 

z$ = (h iZ , z'h _i_ j) 

et rentre bi.en ainsi d;ne le tvpe (3'). Alors 

m ='— n 2 , 

( 1 ) .11 ne fau draft pas cioire que, sous cette forme, l’equation fut plus generate que 
sous la precedente. II suffit, en effet, de poser 

i 

— y 

m 



pour qu’elle devienne 
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et la formule ( 4') domic 


Autrement dir, si le systeme (z u z s ) satis fait a V equation (5), it en 
esl de meme da systeme {\z x . X \~ n %z-d). 

C’est-a-dire opie. dans cc cas. les variables z ly z 2 et z> admettent les mul~ 
liplicateurs correspondants X. X-'**, X-'O (1). 

Gonsiderons en second lieu i’cqualion 


( 6 ) 5,= (A 

Pour voir qu’elie rent re dans le type ( 3 '). il suffil de I’eerire 


On a des lots 


el la formule ( f ) devie.nt 


■,= c =?log(K*f). 


m = 


p 

C 1 


— 7 k 


Par suite, lorsque le systeme (\s l5 z*>, z$) satisfait d V equation (6). id en 

( * \ . 

est de meme du systeme Wz\. X c ! Zo, /. 

G’est par l’examen de Olivers cas partieuliers que nous avons etc conduits anv 
types ( 1 ) et (3 ). 

M. G. Koenigs a demontre depuis lors qu’iis soul les plus generaux corrcs- 
pondant a la propriete caracteristiopie cle cliacun d’eux. O11 trouvera sa 
demonstration aux Annexes (Note I). 


21. Abac] ues ci ligties droites. — Parmi les abaques qui viennent 
d'etre definis, il convient de distinguer cetix sur lesquels les 
courbes {zf) se reduisent elles-memes a des droites; de tels abaques 
se rencontrent frequemment dans la pratique. 

Si nous nous reportons au n° 16, nous vevyons que, pour que 
eette circonstance se presente, il faut que Fequation (z- s ) soit de la 
forme 

( z 'i ) ~ X’ :i ■+■ ~~ h M H~ f% — o 

l X 1 ^2 

et, par suite, Fequation ( 1 ) 

z \ gz ■+■ Z -1 ^3 + jG = o. 


( 1 ) Dans ce cas, le principe des multiplicaleurs correspondants se trouve 
applique dans la brochure O. 4 (p. 91). Il a ete expose sous forme geometrique 
par M. A. Chancel dans une etude dont il sera question plus loin (n° 51 , 2 0 ). 
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Dans ce cas, il pourra etre plus interessant que dans le cas general 
de considerer l’enveloppe E des courbes (z- 2 ) qui sont ici des droites. 
Si, en effet, la portion utile de cette enveloppe se trouve dans les 
limites de Fabaque, elie pourra dispenser du trace des droites (£3). 
11 suffira d’inscrire la cote de chacune de ces droites a cote de son 
point de contact avec la courbe E. 

Etant donnees des valeurs pour z, et pour avoir la valeur 
correspondante de 53, il suffira de mener par le point de rencontre 
des axes du quadrillage cotes 5, et z . 2 une tangente a la courbe E 
(ce qui se fera tres aisement au mojen d’un index rectiligne 
marque sur un transparent) et de lire la cote du point de contact 
de cette tangente. On pourra evidemment, le cas ecbeant, avoir 
ainsi plusieurs solutions, lorsque du point de rencontre des droites 
co tees z t et z - 2 il sera possible de mener plusieurs tangentes a la 
courbe E. 

22. Exemples : i° Second type d’abctque de multiplication. — L’ecpia- 
tion de la multiplication etant ecrite 

Z j Z 2 — * Z 3 — O , 


Fig. 28. 



il suffit de constituer le quadrillage au moyen des droites 

(^2) X — [X. 2 z 2, 

( Z ^) J—lJ-sZ: i, 
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pour que les courbes cotees (^) soient des droites issues de l’origine 

(*i) y — — z x x. 

En prenant p. 2 = 5 ,nm , = o mm , 5, on obtient ainsi l’abaque de la figure 23 (*). 

II va sans dire qu’ici s applique le principe des multiplicateurs correspon- 
dants, l’equation etant la plus simple du type du n° 20 (i°). Les multiplica- 
teurs correspondants pour zi, z 2 et z 3 sont respectivement Xj, X 2 et XjX 2 . 

On obtient une meilleure disposition de l’abaque (Jig. 23 bis ) en prenant 
des axes de coordonnees non plus rectangulaires, mais faisant entre eux un 
angle egal a i35°. Nous devons cette remarque a l’obligeance de M. Frochot, 
•ancien conservateur des Forets ( 2 ). ’ 

Fig. 23 bis. 

100 
*o 
80 
10 . 

60 

(* 3 )* 

VO. 

30l 

20 . 

’0- 

S 

W- 



2 ° Resolution de Inequation trinome du troisieme degre. — Soit l’equa- 
on • 

' z^-v-pz -f- q — o. 


Choisissant un module p. quelconque, nous pouvons construire l’abaque de 


(*) Le triangle a calcul de ftf. P. Chenevier, qui figure dans les galeries du 
Conservatoire des Arts et Metiers, n’est autre qu’une forme particuliere de cet 
abaque, dans laquelle, au lieu de tracer un certain nombre des droites (z x ) issues 
de l’origine, on a fixe en cette origine un fil que Ton peut tendre pour le faire 
passer par les points d’une graduation placee sur un bord du cadre et reperant les 
positions des droites (z 1 ) non tracees. 

( J ) C’est en 1892, au Congres de Y Association francaise pour VAvancement des 
Sciences , qui se tenait a Pau, que M. Frochot nous a communique son abaque. 
II l’avait, croyons-nous nous rappeler, publie dans un Outrage, mais nous man- 
quons sur ce point dedication precise. 
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x = y=M-. 


ce qui nous domic pour z ies droites 

/ 

y 4- zx h- \xz z = o. 

L’abaque ainsi obtenu (fig. 24) est celui qui a etc construit par Lalanne ( 1 ). 

Nous avons d’ailleurs fait remarquer t 2 ) qu’on pouvait se bonier a tracer 
ies droites correspondant aux valeurs positives de z, seules interessantes pour 
Ies applications pratiques; Ies valeurs absolues des racines negatives de 1’equa- 
tion pen vent d’ailleurs etre obtenues coniine racines positives de la trans- 
formee en — z, e’est-a-dire de 1’ equation qui se deduit.de la precedente par 
simple cbangement de q en — q. 

Fig. 24. 




-10 -« .8 .1 _5 Jk _3 -2 -1 0 1 2 3 fc 5 6 3 8 9 ID 

Echje il& .de, p 


()et artifice pent el re eonsidere coniine derivant duprincipedesmultipli- 
eafeurs correspondants (n° 20). 

L’equation donnee petit, en efl’et, s’ecrire 


qz-s + p. 


l = o. 


Sous eette forme, olle centre evidemmenl dans it- type (5) du n w 20, el 


(!) Memoires sur ies Tables graphiques (A. P. C., i 0? semes, 18.46}. 
(-) 0.4, p. 2.'). 
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I on voit ainsi que, pour les variables q, p , z, on a, en faisant X = — 1, les 
multiplica teurs correspondants (— i) 3 , (— i) 2 , — 1, ou — i, ret — 1. G’est 
bien la la remarque qui vicnt d’etre faite au sujet des racines negatives. 

Mais, plus generalement, on peut dire que les variables q , p , z admettent 
les multi plica teurs correspondants n z , n 2 et. n. Pour montrer l’utilite de cette 
remarque, nous prendrons Fexemple suivant : 

Si l’on presente par 

z la hauteur en metres sur laquelle le parement d’un mur de reservoir peut 
etre maintenu vertical a partir du couronnement ; 

<1 la largeur en metres du mur au couronnement; 

X le rapport de la pression limite admissible par metre carre au .poids de i m * 
de maconnerie; 

^ le rapport du poids de i m3 d’eau a celui de i m3 de maconnerie, 


M. Delocre a fait voir, dans son Memo-ire classique sur les grands barrages, 
que la hauteur z cst donnee ( 1 ) par la racine positive dc l’equation 


ou 


Posons 


Ici, 



a 2 , « 2 

T 5 “ A T 


= o 


si 


a 2 X 2 





si 


a 2 ^ X 2 

T<T 



10“ 


x = 2 o m , e = - . 


a 5 

T 


= 200, 


X 2 

— = IOO, 

4 


et c’est la premiere equation qui est applicable. 


Cette equation devient 


z z -f- 200 z — 4 000 = o. 

L’abaquc de la figure 24 ne nous donne pas directement z. Ayons des lors 
recours aux multiplicateurs correspondants ci-dessus definis en prenant rt — 10. 
II vient ainsi 

(— y+2— — 4=0, 

\I0/ 10 

et l’abaque donne 


( 1 ) Les inegalites de condition, telles qu’eiles sont enoncees ici, se rencontrent 
pour la premiere fois, dans uoe Note publiee par nous, en mars 1891, dans les 
Annales des Fonts et Chaussees (p. 443). Par suite d’un lapsus, le sens de toutes 
les inegalites de cette Note a ete renverse, ainsi que nous l’avons fait remarquer 
depuis dans un erratum. 
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3 ° Poids de la vapeur d’eau contenue dans l’ air ( 1 ). — Si p est le poids 
en grammes de la vapeur d’eau contenue dans i 1 " 3 d’air a 1°, lorsque la tension 
de la vapeur est f en millimetres, on a 

810/ 

r> = ^ 

■ 760 2.78/ 

D’ailleurs, la tension f est fournie par les tables de Regnault ( 2 ) en fonc- 
tion de la temperature de condensation t' Iuesur l’hygrometre. 

L’equation ci-dessus peut s’ecrire 

760/? 2 , 78 tp — 8io/=o. ■ 

Pour la representer nous poserons, pi et p 2 etant deux modules quel- 
con ques, 

X — p! X 810 /, 
y — p 2 x 2,78^ 

ce qui donne les droites (p) 

y 00 

760 p -\~ p = 0. 

Fa Fi 

Faisons, par exemple ( 3 ), 

— o _ , OOOy? 1^2 — O 5 40 . 

Nous obtenons ainsi Tabaqne de la figure 7.5. 

( 1 ) Nous avons eonstruit cet abaque en 1886, pour la Direction de l’Artillerie de 
l’Arsenal de Rochefort, en vue d’observations a faire, plusieurs fois par jour, dans 
des poudrieres qui etaient de son ressort. 

( 2 ) Jamin, Cours de Physique de VEcole Poly technique, t. IT ( 3 e edition), 
p. 223 . 

( 3 ) Ces nombres ont ete choisis pour mettre le texte d’aecord avec la figure 29 
qui a ete obtenue par reduction photographique de l’abaque eonstruit a plus grande 
echelle en 1886. Sans cela on eut pris 

[x t = o mm ,oo37, g 2 = o ram ,36 

de facon a avoir a porter les graduations 

x = 3 /, y = t. 

Il pourrait, de prime abord, sembler plus simple de choisir et ;x 2 de facon a 
n’avoir a porter que les graduations 

v=f, 'y=t, 

mais alors les radiantes ( p ) se rapprochant de la direction parallele a Qy. leurs 
points de rencontre avec les verticales (/) se determineraient avec moins d’exac- 
titude. 
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Les graduations de Ox et de 0 y sont alors donnees par 


et les droit.es ( p ) par 


Toutes ces droiles convergent au point x = o, y — 326'“'”, 8 . On les 
appelle des radiantes (n° 25). 

IPechelle de t ou echelle des temperatures sera constroite entre t — — io° 
et t — 4 o°. Sa longueur sera egale a i mm ,2 X 5o — 6 o mm . 

Pour construire les droites (/>), determinons les points oil elles coupent les 
horizontales o °(y = o) et 4o °(y = i “' m ,2 X 4o = 48 mm ). 

Pour y = o, nous avons, en prenant comme unite le millimetre. 

x — 760 x o , oo 37 /> = 2 , 8 1 p ; 

pour y — 48 , 

/ c , 48 

x — 760 -+■ — — 

\ o,43 

Gonstruisons ces droites pour des valeurs de p croissant d’unite en unite 
de o a 5o. 

Les abscisses des deux points determinant la droite extreme (p — 5o)seront, 
pour t — o°(y = o) et t — 4 o°(y = 48 ), 

x ■= i 4 o mm , 5 et x — t 6 i mm . 

Beste a construire 1 ’echelle de la tension f. Celle-ci etant fonction dp la 
temperature de condensation t\ nous pourrons la determiner par le procede 
indique au n° 12 , c’est-a-dire en tracant la courbe qui fait connaitre les 
variations de f en fonction de t (traduction graphique de la table de 
Regnault), les modules le long de Ox et O y etant preeisement les nombres 
3. mm et i mm ,2 obtenus plus haut. En d’autres ternles, on construira la courbe 

definie par , 

x = 3 

y — i mm : - 2 t\ 

Ises valeurs correspondantes de t' et de f etant celles que donne la table de 
Regnault. 

Cette courbe, que nous designerons par F, etant tracee, on voit a quoi 
se reduit le mode d’emploi de Pabaque : lire la cote p de la radiante 
passant par le point de rencontre de i horizontale t el de la verticale f, 
eette dernier e coupant la courbe F au meme point que V horizontale t’ . 
IJsant ici d’un artifice ( 1 ) signale au n° 13, nous remplacerons le systeme 

( 1 ) G’est preeisement a l’occasion de cet abaque que nous avons eu pour la pre- 
miere fois recours a cet artifice. 


^ X 0,0087 p — 3,22 p. 
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des verticales par un index mobile trace sur un transparent dont l’orientation 
^era maintenue par la coincidence, avec 1 ’axe AB de 1 ’abaque, d’un second 
index de ce transparent, perpendiculaire au premier. 

Des lors, le mode d’emploi de l’abaque peut s’enoncer ainsi : I’index 
d’ orientation du transparent etant mis on coincidence avec AB, faire 
passer l index de lecture par le point de la courbe F situe sur Vhori~ 
zontale t\ suivre cet index jusqu’en son point de rencontre avec Vhori - 
zontale t et lire la cote p de la radiante passant par ce dernier point , 

Par exempfe, pour l = 3 o°, C=i6°, ia position de l’index etant celle 
indiquee en pointille sur la figure, on lit p = I2 g ,9* On aurait pu evidem- 
ment tout aussi bien ecrire au pied de chaque vertieale la valeur correspond 
dante de t' obtenue par l’intermediaire de la courbe F, et effaeer celle-ci. 

4° Nous dirons encore un mot des abaques publies par M. Genaille sous le 
litre : Les graphiques de I’ingenieur , et nous indiquerons sommairement leur 
disposition dans un cas. Si une charge p est uniformement rdpartie sur une 
po utrc de portee a, on a 

pa 2 — <7, 

q etant un nombre qui depend de la section de la poutre et de Ia limite de 
pression admise par unite de surface (*). 

A chaque type de fer du commerce correspond une valeur de q. L’abaque 
de l’equation precedentc, en permettant de caleuler q , definira done le type 
de fer a adopter pour des valeurs donnecs de a et de p. 

Get abaque peut etre construit au moyen du quadrillage defini par 

x=[Mq, y=[Mp, 

ce qui donne pour a les droites cotees dont 1’equation cst 

'M ai y = [MX, 

droites passant par 1 ’origine. Au lieu d’inscrire la valeur de q au pied de la 
vertieale correspondante, on peut y inscrire les elements de la section donnant 
cette valeur de q. Les abaques "ainsi obtenus pour les differente.? esp&ces de 
poutres sont ceux que M. Genaille a fait connaitre au Gongres de 1884 de 
(’Association fran^aise pour l’Avancement des Sciences, et dont des exemplaires 
a grande echelle figurent dans les galeries du Conservatoire des Arts et 
Metiers ( 2 ). 


(') On a q — — — , I etant le moment d’inertie polaire de la section, 11 la dis- 
tance des libi'es qui supportent la plus grande tension, R la limite de pression 
admise. 

C 1 ) Aux exemples qui viennent d’etre donnes ci*dessus, et qui pourraient, sans 
profit d’ailleurs pour le lecteur, etre beaucoup multiplies, nous tenons a joindre la 
mention d’abaques de ce genre, pour le calcul du profil de certains murs de soute- 
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3 2 

II. — Anamorphose. 

23. Principe de V anamorphose simple. — Nous avons vu an 
n° 15 qu’en substituant aux echelles metriques, qu’il est tout naturel, 
de prime abord, de porter le long de Ox et de Oj', d’autres echelles 
fonctionnelles, on peut to uj ours transformer en line ligne droite la 
courbe representative d une equation liant les variables auxquelles 
correspondent ces deux echelles. 

Dans quel cas une telle modification apportee aux deux echelles Ox 
et O y d’un abaque cartesien a trois variables transformera-t-elle a la 
fois toutes les courbes de cet abaque en lignes droites ? 

La reponse a cette question est facile. 

Pour qu’avec les graduations 

( z i) x — \H.fu 

( z 0 y 

\ 

les courbes ( z.O constituant l’abaque soient des droites, il faut et il 
suffit que leur equation soit de la forme 

/ \ x y i c 

Us) — ^3+ — hs-+-fi = O. 

[J. ( [3.2 

Ceci aura lieu si l equation proposee est 

/i^ + /i/is+/ 3 = o. 

Nous obtenons ainsi a la fois la forme des equations auxquelles cet 
artifice est applicable et l’indication de la maniere dont cet artifice 
doit etre mis en oeuvre. 

Dans le cas on il ne s’agit que de la courbe isolee constituant 
la representation d’une equation a deux variables, comme au n° 15. 
une telle transformation n’offre aucun serieux avantage, le travail 
requis pour Fetablissement d’une echelle fonctionnelle (si l’on n’en 


nement, publies dans la livi’aison de septembre 1898 de la Revue du Genie , par le lieu- 
tenant ( a ujourd’hui general ) Belhague {PI. IX) et le commandant (depuis lors colonel ) 
Bertrand [PI. XI). La tres interessante etude du premier de ces officiers sur la 
construction de [la route de Tananarive a Moramanga fait ressortir 1 ’utilite de 
I’emploi des abaques pour des travaux qui, comme celui-ci, exigent une grande 
celerite. 
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possede pas de.ja un etalon ) etant equivalent a celui qu’exige la 
determination des points de la courbe correspondante ; on n’econo- 
mise, sonime toute, que le trace de la courbe reunissant les divers 
points obtenus individuellement. II n’en va pas de meme ici, et 
l’avantage j devient tres sensible. 

Si le travail exige par le changement de graduation equivaut a pen 
pres a la construction d’une courbe, comme on aurait un certain 
nombre n de celles-ci a tracer, on voit que l’economie realisee peut 
etre representee environ par le travail requis par le trace de n — i 
courbes. Lne fois, en effet, le nouveau quadrillage etabli, il suffil 
d’y marquer deux points pour obtenir chacune des lignes droites 
destinees a remplacer les courbes qu’on aurait eu a construire point 
par point dans le systeme primitif, et qui ont, en outre, sur celles-ci 
Favantage d un trace rigoureux. 

Le principe d’une telle transformation a ete indique, pour la pre- 
miere fois, par Leon Lalanne, qui lui a donne le nom d anamor- 
phose geometrique ( 1 ). C’est sous la forme indiquee au n° 26 qu’il 
s’est d’abord presente a lui, et cela a propos des applications traitees 
plus loin aux n os 27 (i°) et Ul {fig. i33). 

Exemple : Probleme de hr. — Dans un travail rclatif a une question de 
■tir ( 2 ), le capitaine (depuis lors general) G. Ricci, de l’arlillerie italienne, se 
propose de construire l’abaque de Fequation 

p(d coso a) = d' 2 — a 2 , 

destinee a fa ire connaitre a lorsque p et © sont donnes. 

11 suffit d’ecrire cette equation sous la forme 

d 2 — a 2 

d coso — a = o, 

P 

pour voir qu’ellc rentre dans le type precedent. Nous porterons done sur les 
axes les graduations 

(?) & — — > 

P 

(?) y ~ = [-*■2 COSCp, 

( 1 ) Me moire sur les Tables graphiques et sur la Geometrie anamorphique 
{A. P. C.j i er semestre 1846). 

( 2 ) ftivista di Artigliera e Genio , t. IV, p. i65 (noveinbre 1896). On Irouvcra 
dans le Bulletin astronomique (t. Ill, p. 62 et 2 3 ■> ) une serie d’interessanles appli- 
cations du meme principe, dues a M/Radau. 



54 CHAMTRE IT. k 

et nous Citrons ainsi pour les courkes (a) 


(*) 


o’cst-a-dire des droites. 


cP — st- 
— — ;r — 

pi 



= o, 


Le capitaine Ricci a construit cet abaque pour p, variant entre 1 ooo et 
8000 (de 1 00 en 100 cut re 1000 et 6000, dc 200 en 200 entre 6000 et 8000), 
pour © variant entre o° et 120 0 (de 2 en 2 entre io° et 20°, de 1 en 1 entre 
20 0 et 120 0 ), enlin, pour a variant entre — 800 et 5 oo, de 10 en 10. 

En vue de reduire les dimensions de Fabaquc, il Fa fraction 11c en trois 
parties accolecs les tines aux autres. Pour cbacune de ces trois parties, p- 2 a 
etc pris egal a o m , 20, tandis que pi varie de Fune a 1 ’autre. Ayant adopte 
p t = 5 oo m pour la par tic qui s’etend de 8000 a 3 ooo, Fauteur a reduit cette 
valeur de pj a la moitie, soit a 25 o m , de 3 ooo a 2000, et a son sixieme, soit 
a 83 m , 33 , de 2000 a 1000. II en resulte que sur les verticales suivant lesquelles 
ces trois abaques partiels s’accolent (p^Sooo et p = 2000) les droit.es (a) 
changent de direction. 

La figure 26 donne une reduction de cet abaque. 


24, Abac] ues a paralleles. — Les equations du type signals an 
n° 22, iorsque g* et h 3 se reduisent a des eoustantes, prennent la 
forme tres simple 

/l+/ 2 +/3=0, 


qui est extreme roent frequente dans la pratique. Dans ee cas, ayant 
constitue le quadrillage de Fabaquc en elevant re spec live me nt aux 
axes Ox et O y des perpendieulaires par les points des eclielles que 
definissent les equations 

(*l) ' ^ 

O2) y = P2/2, 


on obtient pour equation des courbes cotees (s 3 ) 


X 

Pi 



qui represente un systeme de droites paralleles. 

Le coefficient angulaire de ces droites etant constant et egal a — — , 

Pi 

il suffica, apres avoir determine la direction correspondante qui 
s’ obtient en joignant le point de Faxe Ox d/abscisse p, an point de 
Faxe Oy' d’ordonnee p. 2 , de determiner un point pour cbacune de 
ces droites. On pourra prendre notamment leurs points de rencontre 



Fig. r>6. 
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avecjaxc O#, definis par 

X — —IM /a- 

On pourra aussi prendre leurs points de rencontre avec la perpen- 
diculaire Ota leur direction menee par Forigine O, droite dont 
Fequation est 

Pi x \J-%y — o. 

Si nous representons par t les segments comptes sur cello droite a 
partir de O, nous vojons que le t de la droite qui n’est autre 

que la distance de Forigine a cette droite, est donne par 

(z,) t= ^ ^ . • 

V , vVf + p-i 

Eii resume, ayant gradue les axes O x , O y et Oi d’apres les trois 
equations (£<), (,s 2 ) et (z s ) ci-dessus, on n’a qu’a elever a chacun 
de ces axes des perpendiculaires par les points de l’eclielle dont il 
est le support pour obtenir Fabaque de Fequation consideree. 


Exemple : Miroirs et lentilles spheriques. — Nous rencontrerons par la 
suite un ties grand nombre d’equations de cette forme. Contentons-nous ici 
de prendre comme exemple la formule des miroirs et lentilles spheriques 



oil d et d' sont les distances du miroir ou de la lentille a deux points con- 
jugues, / la distance focale principale. 
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D’apres ce qui precede, on aura un abaque de cette formule, en posant 


p 

X= =^’ 


UL 




p etant un module quelconque, ce qui donne pour lignes cotees (/) les 
droites 

[ J- 

*-+-y=j> 


immediatement obtenues par jonction des points dont les cotes sont egales 
a ydans les graduations de Ox et de Oy. 

En prenant p = 3 m , 5 , on a ainsi la figure 27 (ty 

I 

2o. Abaques d radiantes. — Une autre forme d’equation tres 
frequente, rentrant dans le type du n° 23, est la suivante : 

/i/:s ”-/•>• 

A 

On voit qu’on aura la representation anamorpliosee de cette equa- 
tion en graduant les axes Ox et O y suivant les lois 


(-1) #=[*1/1, 

( ) y — pzfst 


ce qui donne pour courbes cotees (s 3 


(* 3 > 


y = “/W. 

1 


droites issues de Forigine, que Fon appelle des radiantes ( 2 ). 

Ces droites passant par Forigine, il suffit (Fobtenir un point de 
chacune d’elles. Si, par exemple, on les coupe par la parallele a O y, 
dont pi est Fabscisse a Forigine, savoir 


x — ix u 


( 1 ) Cet abaque a ete construit par M. Gariel (A. F. A. S., Congres de Clermont- 
Ferrand, p. i 4 o; 1876), qui lui a ensuite applique une ingenieuse transformation 
geometrique. Nous avons fait voir dans notre brochure 0.4 (p. 88 ) comment Tappli- 
cation directe de la methode des points alignes, dont il sera question plus loin 
(Chap. Ill), conduisait a cet abaque transforme. 

( 2 ) On peut substituer au systeme de ces radiantes une droite pivotant autour 
du point O. Il suffit, pour cela, d’inscrire lc long d’une ligne quelconque les cotes 
des points oil les droites (s 3 ) supposees tracees rencontreraient cette ligne. On obtient 
ainsi une certaine echelle, rectiligne ou curviligne, qui permet de reperer la position 
de la droite pivotante pour chaque valeur de ^ 3 . Une telle disposition sera meme 
avantageuse au point de vue de la precision de Tinterpolation a vue. 
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on voit que Foil obtient sur cette droite l’echelle definie par l’equa- 
tion 

y = ^/ 3 - 

Nous avons rencontre plus haul (n°22, i°, 3° et 4°) divers exemples 
d’abaques a radiantes sans anamorphose. 

Yoici des exemples de tels abaques obtenus par anamorphose : 

i° Troisieme type d’abaque de multiplication . — On peat, pour repre- 
senter l’equation 

3 1 z % = z 3i 

poser 

JJ. 2 

x = [MZ U y~ { —, 

ce qui donne comme courbes cotees (a 3 ) les radiantes 

^x= lMz z y. 

Un tel abaque est represente par la figure 28. II se rencontre parmi les 


Fig. 28. 

{^3) 



tableaux graphiques dresses par M. 1 ’ingenieur des Ponts et Chaussees A. Grepin, 
en vue de l’etude du dessechement des pays watringues, dans un Memoire 
remarquable oil, pour la premiere fois, cette question complexe est soumise 
aucalcul^). 


( l ) A. P . C., i‘ r sem. 1881, p. i 38 . L’abaque de multiplication ici reproduit se 
trouve sur la planche VI jointe a ce Memoire. 
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He u res de lever el de co acker du, soldi. — Si Fon rep re sente par a la 
latitude du lieu et par D la ddclinaison du soled correspondant a Fepoque, 


Fangle lioraire Jda soleil au moment de son lever ou de son coucher est 
donne par Fequation 

— eosiH = tang 1 . tang D, 

qui rent re dans le type ci-dessous. Nous prendrons done, pour representer 
cette equation 

x — jjt! tangX, y — — p 2 cosiH, 


d’ou 


y = — x tang D. 

p, 


Si Fon prend pi — p 2 , on voit que la droite cotee (D) est la droite menee 
par Porigine, qui fait Fangle D avec Faxe des x . 

Chaque horizontale JE correspond a deux cotes egales et de signes con- 
traires. Mais on pent immediatemont ecrire les valeurs de ces angles h oral res 
en temps, ce qui donne l’heure vraie du lever ou du coucher. 

Si Fon inscrit ces cotes aux points de rencontre des horizontalgs (iff) et 
d’un cercle de rayon jx 2 , ayant son centre en un point quelconque de Faxe 


Fig. 29. 



des a?, on obtient la figure 29, qui est une reduction de Fabaque construit pat' 
Collignon ( 1 ). 


f 1 ) L’ahaque de Collignon est complete par des traces permettant de passer du 
temps vrai au temps moyen et de tenir compte de la duree du c rep a scale {IV. A., 
a e scrie, t. XVIII, p. 179, et 3 B serie, t. I, p. % 0 ) * 



6o 


CHAPITRE II. 


On voit qne l’horizontale, passant par le point de rencontre de la verticale 
dont la cote est la latitude X du lieu et de la radiante dont la cote est la 
declinaison D du soleil pour l’epoque, va couper le cercle horaire en deux 
points dont les cotes sont les heures de lever et de coucher du soleil. 

Au lieu de coter les radiantes au moyen des valeurs de D, on pourrait 
inscrire immediatement, a cote de chacune d’elles, 1’indication de 1’epoquc 
correspondante, ainsi qu’on l’a fait sur la figure 29 pour les solstices et les 
equinoxes. 

3 ° Debit d'une j'iviere. 
donne par la formule 

oil q designe le debit exprime en metres cubes par seconde, 10 I’aire de la 
section exprimee en metres carres, u la vitesse moyenne exprimee en metres 
par seconde. 

Pour la section consideree, l’aire m est une fonction f(h) connue de la 
bauteur d’eau h lue sur une echelle plongeant dans la riviere. On pent done 
ecrire 

(0 q — u f( h ) . 


— Le debit d’une riviere en un point determine est 
q = co 11, 


D’autre part, lorsqu’il ne s’agit que d’une determination approximative, on 
peut prendre pour la vitesse moyenne u le produit par 0,8 de la vitesse a la 
surface donnee par un flotteur parcourant pendant t secondes une longueur 
connue e , comprise entre deux reperes, en sorte que 


(2) 0,8 e = ut. 

L’equation (1) peut etre representee au moyen des elements cotes 

(u) 

(q) 

(h) , 


x — ;j.i u, 
y = v-iq, 


n 1 \ 

y = —fWx, 

i x i 


et l’equation (2), ainsi que cela a ete explique au n° 12, au moyen de la 
courbe 

xy 


o', 8 e 


! j -2 


qui est une hyperbole equilatere G, dessinee sur le quadrillage defini par 

x = pi u, y = u/, t. 


Nous pouvons faire coincider l’axe des x de ce quadrillage avec celui de 
l’abaque precedent, son axe des y etant dans le prolongement de l’autre, avec 
un .sens positif contraire. 

Pour construire les droites cotees (A), il suffit de remarquer, ainsi qu’on 
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I’a fait an debut de ce numero, que, sur la droile x = pa, ces droites detei- 
minent l’echelle 


it) 


y = \MfWi 

I -i • o 

• I”. 00. 




v:-.r>o)- 



Labaque ainsi obtenu {Jig- 3o) est celui qui a ete etabli par M. Vandervin 
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ingenieur an corps beige des Fonts et Cbaussees, pour la station de lloinbeek, 
sur la Senne ( 1 ), oil l’on avait e — too™. 

L abaque de M. Vandervin a ete construit avec les modules 

Pl — o’", I , p -2 = o'”, 002, \X 2 O m , OOOO . 

La figure 3 o en est la reduction aux §. 

») 

Le mode d’emploi de cet abaque est le suivant : La verticale passant par 
le point de rencontre de I’horizontale (t) et de V hyperbole C coupe la 
radiante (h) en un point situe sur I’horizontale (q) ( 2 ). 

Par exemple, le 25 janvier 1 89 1 , a Hombeek, le flotteur a parcouru la dis- 
tance des reperes en t = 92 s , la hauteur d’eau etant de i 2 m ,o 4 . La verticale 
passant par le point de rencontre de I’horizontale t — 92 s et de Fhyperbole G 
coupe la radiante i 2 m ,o 4 en un point dont l’horizontale suivie jusqu’a Feclielle 
des debits donne q — 38 ,u 3 , 5 . 

4 ° Pout res chargees. — Le commandant Ghery (depuis lors general) a. 
dans sa Pratique de la resistance des materiaux ( 3 ), donne une serie 
d’abaques pour le calcul des poutres chargees, traduisant pour les diverses 
sections usuelles l’equation 

pa 2 — q 

deja definie au n° 22 (4°). Pour construire ces abaques. il a eu recours au 
quad rillage anamorphose defini par les equations 

ML 2 
Pi 

d’ou resulte pour les elements col es ( q ) ^equation 

ix, 2 x = \xiqy, 

qui definit des radiantes issues de l’origine. Au lieu d’inscrire a cote de cha- 
cune de ces radiantes la valeur correspondante de q , le commandant Chery 
y a place une lettre de reference renvoyant a une table placet* en regard de 
Fabaque on se lisent les dimensions de la section dormant cette valeur de q. 


G 1 ) Annales des Travaux publics de Belgique, 1892. Dans le meme Memo ire, 
M. Yandervin construit un abaque de meme type pour le calcul des moments d’inertie 
des rectangles. 

On en trouve un autre pour le calcul des sections resistances des travees droites 
dans une etude de M. D. Gorrieri ( Atti del Collegio degli Jngegneri ed Architetti 
in Bologna, 1895). 

( 2 ) On pourrait, a cote de chaque verticale, ecrire la valeur correspondante de t 
obtenue par Fintermediaire de Fhyperbole C, ce qui reviendrait a faire une anamor- 
phose le long de Ox. 

( 3 ) Paris, Ducher et C ie ; 1877. 
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On trouvera, au n°lld, Vindication d’autres exemples d’abaques du meme 
*ype. 

256. Anamorphose logarithmique. — - Toute equation represen- 
table par un abaque a radiantes est egalement susceptible d’etre 
representee par un abaque a paralleles. 

Le type d’equation du n° 25 peut, en dlFet, s’ecrire (apres permu- 
tation des indices 2 et 3 ), 

l°g/i + log/a = Iog/ 3 . 


11 centre alors dans le type du n° 24 , representable par un systeme de 
droites paralleles tracees sur un quadrillage irregulier. 

Get ingenieux artifice, du a Leon Lalanne, a constitue la pre- 
miere forme sous laquelle s’est presente a lui le principe de l’ana- 
morphose ( 4 ). 

Pour effectuer la representation de l’equation ci-dessus, conforme- 
ment a la methode indiquee au n° 23, on commencera par tracer le 
quadrillage forme par les perpendiculaires elevees respectivement 
a O.T et a Or par les points de division des echelles definies sur 
ces axes par les equations 

Ui) x = log/,, 

iz-i) y = ;a, log/.,. 


( )n n’aura plus ensuite qu’a construire les droites 


(^3) 


x y 

Vl 1^2 


Io gA 


ee qui peut se faire, ainsi qu’on l’a vu au n° 24, en graduant la per- 
pendiculaire O t a la direction de ces droites suivant la loi 


( z :i bis ) 


t = 


qi fju log h 

\!vA h-1 ’ 


La construction des echelles logarithmiques ( 5 ,), (^ 2 ) et (s 3 bis ) 
n’offre d’ailleurs pas plus de difficulte que celle des" echelles des 
lonctions , f 2 et / 3 lorsqu’on dispose d’un etalon logarithmique 
ainsi qu’on l’a fait observer au n° 6. 


( 1 ) M (i moire sur les Tables graphiques et sur la Geometrie anamorphique , 
clans les Annales des Pouts et Chaussees (i er sem. 1846). 



64 


CHAPITRE II. 


Au surplus, on trouve maintenant dans le commerce du papier a 
quadrillage logarithmique ( 1 ), grace auquel la construction d ? un 
abaque de ce genre se fait avec la meme facilite que celle d ? un abaque 
non anamorphose sur du papier a quadrillage metrique. 

On doit a M. R. Mehmke un autre mode d’utilisation des plus 
remarquables de Fanamorphose logarithmique, sur lequel nous 
reviendrons plus loin (n os 139 a 141) et qui consiste a substituer a 
certaines courbes algebriques non pas des droites, ce qui ne serai t 
pas possible, mais des courbes qui peuvent etre obtenues par trans- 
lation d’une seule et meme courbe dessinee sur un transparent. 

27. Exemples : i° Quatrieme type d ’abaque de multiplication. — Les 
exemples d’application de Fanamorphose logarithmique sont extremement 
nombreux. Le plus classique d’entre eux est celui, du a son inventeur meme, 
qui a trait au calcul des profils de remblai et de deblai et que Ton trouve ra 
plus loin (n° 111). Nous aurons d’ailleurs bien d’autres occasions d’utiliser ce 
principe dans la suite de cet Ouvrage. Aussi pensons-nous pouvoir nous 
borner pour le moment a en indiquer deux applications, dont celle tout a fait 
classique qui en a ete faite par Lalanne lui-meme a la multiplication ( 2 ). 

Pour representer 1’equation 

il suffit, apres l’avoir ecrite 

iog«i + log^ 2 = log^ 3 , 

de poser 

X — IJ. log^!, y — [J. log ^g, 


( 1 ) Nous signalerons, sur ce papier logarithmique, dont l’idee parait due a 
At. W.-K. Durand, deux interessants articles, I’un de M. Rene de Saussure dans la 
Revue scientifique (2 e semestre 1894, p. 743), Pautre du P. Poulain dans le Cosmos 
(numero du 29 juin i8g5, p. 390). 

( 2 ) Description et usage de V abaque , etc. ( 1840 ; 2 e edition, i 85 i; 3 e edition, 
i 863 ). Les exemples d’application de Fanamorphose logarithmique sont tres nom - 
breux. Nous citerons ceux donnes par Collignon pour l’ecoulement de l’eau dans 
les tuyaux ( Cours d’hydraulique ), par le colonel Goulier pour certaines cor- 
rections topometriques ( Memorial de Vojfficier du Genie , n° 18 , 1868), par 
M. A. Kapteyn pour divers calculs relatifs aux machines a vapeur ( Revue univer- 
selle des Mines , 2' semestre 1876), par M. A. van Muyden pour le calcul des 
conduites d'eau sous pression {Bull, de la Societe vaudoise des Jngenieurs, 
mars 1 884 ) ainsi que pour le calcul des conducteurs electriques ( Lumiere elec- 
trique, 9 janvier 1886), etc. 

Divers auteurs allemands, MM. G. Hermann ( Das graphische Einmalens, .... 
Braunschweig, 1870), Helmert ( Zeitschrift fur Vermessungswesen, 1876), Vogler 
{Seeks graphische Tafeln. . ., Berlin, 1877), ont pretendu etre arrives de leur cote au 
meme principe dont la priorite ne saurait pourtant etre contestee a Lalanne qui 
l’avait fait connaitre des 1 843 . 
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ce qui donne pool' les droites (.S3) 1’equation 

• x y — p. log ^ 3 . 

On voit qu’une-fois 1c quadrillage construit, les droites (^ 3 ) se deterniinent 
ties aisement. f ja droite ayant pour cote une r.evtainc valeur de z 3 coupe, en 
diet, les axes O^et'O y aux points ayant precisement pour cote, dans les 
Graduations do ces axes > 1 & valeur consideree de s 3 . 

On obtient ainsi l’abaque represente par la figure 3i. 


Fig. 3 i. 



2 0 Equation des portees lumineuses. — Nous venons de faire voir comment 
I’anamorphosc logarithmique permet de substituer a des abaques a radiantes 
des abaques a paralleles. Son role se borne dans ce cas a remplacer des lignes 
droites par d’autres lignes droites d’une disposition plus avantageuse. On sai- 
sira par la suite tout l’intergt d’une telle substitution, mais il est bon d’observer 
que l’anamorphose logarithmique permet encore de construire des abaques a 
lignes droites pour des equations qui ne sauraient, sans ce secours, beneficier 
d’une telle simplification. 

Un exemple remarquable nous sera fourni par l’abaque de l’equation des 
portees lumineuses ( 1 ), construit pour le Service des Phares par M. E. Allard, 


( 1 ) Me moire sur Vintensite ct la portee des phares , par E. Allard (Paris, Impri- 
merie nationale; 1876). 


d’ocagnb 


5 
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qui en elait alors Fingenieur en chef. Cette equation est 

iooL a d =d' 2 , 

ou a designe le coefficient de transparence dii milieu, L 1 ’intensite lumineuse 
et d la portee lumineuse en kilometres. 

Pour construire l’abaque de cette equation, il suffit de l’ecrire 

logiooL = — d log a 4 - 2 logtff, 
et de constituer le quadrillage au moyen des formules 

(a) x — — p.! log a, 

( !•) y — log km) L, 

ce qui donne pour elements cotes (d) les droites 

(d) y — x - 1 p 2 I o g d, 

Pi 

On commeracera done par porter sur Ox et Oy les echellcs definies par les 
formules (a) et (L), pour clever ensuile a ces axes, par les points de division 
ainsi obtenus, les perpendiculaires j qui constitueront le quadrillage de 
Pabaque. 

M. Allard a donne a ces echellcs la forme isograde (n° 8 ), de facon qu’en 
depit de Fanamorphose, le quadrillage presente un aspect regwlier. II a pris 
pour module les valeurs 

/m 

pi = y = i m ,333.. ., ■ 
y-2 — o n, ,o 4 


et a adopt e, taut sur 1 ’axe Ox que sur Faxe Oy, un intervalle constant 
de -2™™. 

Cela conduit a donner a a des valeurs dont les logarithmcs decroissenl 


regulierement de 


0,002 x 3 

4 


0,0013 


et a L des valeurs dont les logarithmes decroissenl reg ulierement de 


0,002 

= 0,03. 

0,04 


D’ailleurs, Fechelle (a) a ete construite sur o m /20 de longueur, soil jus- 
qu'au n ombre a 0 tel que 

~ ~ log a 0 = 0,2 
ou 

Ioga 0 = — o,i5 =7,85, 
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d’ou * 

a 0 — 0,708, 


et 1 ’echelle (L) sur o'", 3 o de longueur avec une limite superieure egale a 
10000000, ce qui donne pour la limite inferieure L 0 


on 

d’ou 


o,o 4(7 — logLo) = o ,3 


log L 0 — —0,0= i, 5 , 
Lq — . 0 , 3 ' 2 . 


La figure 3 ? reproduit un fragment de l’abaque ainsi obtenu (*). 

M. Allarfl a re marque que si {a, L, d) est une solution de 1 ’equation, c’est- 
a-dire si 

1 00 L a d = d 1 , 


cette egalite pent s’ecrire, ). ctant un nombre absolument queleonque, 


( ±Y d 

1 00 /. 2 L l a> ) — (X dy 


et que, par suite, W A , X 2 L, A dj est aussi tine solution de l’ equation. 

On reconnait la une application du principe de la superposition des gra- 
duations (n ° 20). 

L ’equation ci-dessus peut en eflet s’ecrire 


a 


d 2 L-i \ rf-t 


100 


Sous cette forme on voit qu’elle rentre dans le type i ’(») du n° 20 , lorsqu’on 
y fait 

Z j a/, Z 2 — L . -S3 - — ct , 

v p = 2, q — — *1 n — — r, 

ce qui fait correspondre a la solution ( d , L» a) la solution (X d, X 2 L, 
ainsi fju’on vient de le constater. 

Si, par exemple, on prend X — on voit qa’a la solution ( d , L, a) corres- 
pond la solution/ — , — , a 10 \. Le passage de d et L a et — s’opere 
\io 100 / 10 100 r 

immediatement de tete. II n’en est pas de raeme de eelui de a a os 10 . 

Pour cette raison, les valeurs de « 10 ont ete inscrites a cote de celles de a 
sur une seconde ligne. II suffira done, si la valeur de a figure dans cette 
second e ligne, de prendre sur 1 ’echelle de L la valeur de 100 L et de diviser 
par jo la valeur obtenue pour d. 


(’) Planche V du Memoire cite. 
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Par exemple, la verticale 0,917 (i ie ligne) ou 0,422 (2 e ligne) coupant 
l’horizontaie 1 ,78 sur 1’oblique 9, on a !es solutions 


et 


a — L = 1,78, d — 9 

<2 = 0,422, L = 0,0178, <^ = 0,9. 


Fig. 32 . 
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28 . Anamorphose graphique. — Toils les abaques envisages jusqu’ici 
derivaient d’un type unique ainsi constitue : un quadrillage cote sur lequel est 
dessine un faisceau de courbes cotees. 

Les cotes des v.erticales du quadrillage se rapportent a une des variables z lf 
celles des horizon tales a une autre variable z$, enfin les cotes des courbes a la 
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troisieme variable z 3 , et les valeurs de ces trois variables se correspondent, 
en vertu de 1‘equation proposee, lorsque cettc verticale, cette liorizontale et 
cette courbe concourent en un meme point. 

Les diverse's cotes croissant/?#/' echelons egaux, le quadrillage pourra etre 
metrique ou non, c’est-a-dire que les deux systemes de paralleles qui le cons- 
tituent pourront etre a intervalles egaux ou inegaux. 

L’abaque d’une equation a trois variables, construit avec un quadrillage 
quelconque, pourra toujours etre considere comme transforme de celui que 
donne la methode cartesienne (n° 16), si Ton fait correspondre a chaque droite 
du quadrillage metrique que comporte l’emploi de celle-ci la droite parallele 
de meme cote du quadrillage anamorphose que l’on aura choisi. 

Rien d’ailleurs n’est plus facile que de passer de l’abaque cartesien a son 
transforme. Sur l’un et sur l’autre, en effet, les points correspondants se trouvent 
a la rencontre de la verticale et de l’horizontale ayant les raemes cotes z t 
et z 2 . Cette remarque, appliquee aux divers points d’une courbe tracee sur 
le premier abaque, permet de construire immediatement la courbe correspon- 
dante sur le second. 

L’anamorphose, telle qu’elle a ete ci-dessus envisagee, a pour but de deter- 
miner le quadrillage anamorphose de facon que toutes les courbes donnecs 
par la methode ordinaire sur le quadrillage metrique deviennent des droites. 

On vient de voir a quel caractere analytique se reconnait la possibility d’une 
telle transformation et de quelle fagon elle se realise pour une equation de 
forme donnee, mais on peut aussi tenter de l’effectuer sur un abaque cartesien 
dont les courbes ont ete obtenues empiriquement, en transformant l'une 
d’elles, suivant le mode indique n° 15 et voyant, avec le nouveau quadrillage 
ainsi defini, ce que deviennent les autres. 

Une telle anamorphose est dite grctphique. Lalanne en a fait connaitre un 
exemple remarquable, relatif a 1’abaque qui traduit la loi de mortalite de 
Demonferrand pour la population francaise ( 1 ). 

M. Lallemand a utilise l’anamorpbose graphique a un autre point de vue, en se 
proposant non pas de substituer des droites a des courbes, mais de remplacer 
des courbes coupant un des systemes d’axes du quadrillage sous un angle 
trop petit par d’autres courbes ne presentant pas le meme inconvenient par 
rapport aux axes du quadrillage transforme. On obtient d’ailleurs ce resultat en 
augmentant d’une facon convenahle, mais, au reste, arbitraire. l’ecartement 
des axes rencontres, sur l’abaque primitif, sous un angle trop petit. En void 
un exemple : soit a representer l’equation ( 2 ) 


^39 3 


f 1 ) Memoire sur les Methodes graphiques, dans les Notices publiees par le Minis- 
tere des Travaux publics a Toccasion de 1 ’Exposition de Melbourne (Imp. Nat.; 
1880), p. 874 a 379. On trouvera aux Annexes (Note 11 ) un precede imagine par le 
colonel (alors capitaine) Lafay, pour proceder systematiquement a une telle anamor- 
phose graphique, au moins de facon approximative, entre des limites donnees. 

( 2 ) Pour representer cette equation par trois systemes de lignes droites, il suffirait 



<je poser 

x — u.c,, r = |X 2 3 . ■ 

C’est une circonstanee par lieu li ere que I'on rencontre plus loin (n° 51, 3°) qui a 
conduit a envisager le mode cle representation auquel se rapp orient les indications 
ei-dessus. 
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cet axe pour devenir, a la limite, egal a 90° quand x ~ p. La precision avec 
laquelle s’obtiennent les points de rencontre suit une loi inverse. 

Pour remedier a cet inconvenient, M. Lallemand a eu recoursa une anamor- 
phose graphique ayant pour effet de substituer a ces h} r perboles des courbes 
coupant les horizontales dans toute la portion utile du plan sous des angles 
differant peu de 45 °. 

Gette anaoaorphose graphique ne porte d’ailleurs que sur les horizontales 
du quadrillage, les verticales restant invariables. 

Ayant pris la courbe du faisceau correspondant a la valeur moyenne de z 3 
(ici ^3=5), on lui mene une tangente TT' faisant avec les axes des angles 
egaux a 45 °, et l’on deduit le mode de correspondance entre les nouvelles et les 
anciennes horizontales ainsi qu’il suit : 

Pour une meme cote , les points de rencontre de l' ancienne horizontale 
avec V hyperbole 5 et de la nouvelle avec la droite TT sont sur une meme 
verticale. 

C’est, on le reconnait immediatement, la transformation de l’hyperbole en 
la droite TT' suivant le mode envisage au n^ 15 , le transport des points ayant 
seulement lieu parallelement a O y au lieu de Ox. 

Par exemple, les premieres horizontales 10, 20, 3 o, 40, 5 o coupant l’hyper- 
bole 5 aux points a, J3, y, o, e, on mene par ces points des verticales qui coupent 
la droite TT' aux points a', {T, y\ 8', s'. Les secondes horizontales 10, 20, 3o, 
4o, 5 o sont celles qui passent par ces points. 

Rien de plus facile, des lors, que d’obtenir la transformee d’une courbe de 
I’abaque primitif. Ayant pris ses points de rencontre avec lesdiverses horizon- 
tales de cet a ha que on les reporte par des verticales sur les horizontales cor- 
respondantes du nouvel abaque. 

G’est ainsi que sur la figure 42 les courbes 1 et 10 en trait gras (!) ont ete 
deduites des courbes 1 et 10 en trait fin. Quant a la courbe 5 , elle a pour 
transformee la droite TT' elle-meme. On voit que les angles de ces courbes 
avec les horizontales s’ecartent peu de 45°. 


III. — Emploi d’un transparent a trois index. Abaques hexagonaux. 

29. Desiderata d realiser dans la lecture d\in abaque. — 
L’anamorphose, sur laquelle nous venons de nous etendre, en per- 
mettant de constituer 1’ abaque de certaines equations, uniquement 
au mojen de sjstemes de lignes droites et, plus particulierement, de 
droites paralleles, introduit une large simplification dans la cons- 


f 1 ) Un calcul bien facile monlre que ces diverses courbes ont des equations de 
meme forme que les precedent es. €e sont done encore des hyperboles. 
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•t ruction des abaques, mais san« qu’il en resulte.de changement dans 
leur mode d’emploi. 

Celui-ci se reduit toujours a ce qui suit : prendre le point de 
rencontre de deux droites cotees, et lire la cole d une ligne, droite ou 
courbe, passant par ce point. 

Or, du fait qu’une cote inscrite en un point d’une ligne s’etend a 
to ute cette ligne, il resulte qu’il faut, soft en partant de cette cote 
pour chercher un point d’intersection situe sur la ligne, soil en 
partant de ce point pour chercher la cote, suivre la ligne sur une 
certaine etendue. 

Cette operation s’appliquant a trois lignes pour chaque lecture, 
on risque, pour peu qu’on ait quelque defaut d’attention, de passer 
de la li gne qui devrait etre suivie a la voisinc et, par suite, de 
eommettre une erreur de lecture. 

En outre, si les valeurs des variables auxquelles on a affaire ne 
sont pas celles auxquelles correspondent des lignes effectivement 
traeees sur 1’abaque, il faut faire une interpolation a vue entre ces 
lignes, operation qui n’est pas tout a fait aussi simple que lorsqu’elle 
s’applique a une echelle portee sur une ligne. 

Enfi n, l’enehevetrement des lignes sur les abaques precedemment 
decrits pent, a la longue, produire une certaine fatigue de la vue. 

Ces inconvenients ne sont pas, a la verite, de nature a faire renoncer 
a l’emploi des abaques construits comme on vient de le dire; on pent 
d ailleurs les attenuer, dans une certaine mesure, par l’emploi de 
traits de force convenablemenl espaces dans le reseau des lignes 
traeees; ils sont, assez sensibles cependant pour qu’on se soit pre- 
occupe des moyens de-s’en affranchir. 

Le but a atteindre peut, d’apres ce qui vient d’etre dit, etre defini 
ainsi qu’il suit : faire en sorte que, sur 1’abaque, une cote ne soil 
attachee qua un seul point , l’equation a representer se traduisant 
par une certaine relation de position entre plusieurs points. 

On trouvera plus loin (Chap. IV) une methpde d’une grande gene- 
ralite permettant d’atteindre pleinement ce but. Mais on peut, grace 
a un artifice approprie, realiser cette condition pour les abaques a 
trois systemes de droites paralleles, grace a l’usage de transparents 
tels que ceux dont il a etc question aux n os 13 et 18. 

30. Transparent a trois index. — Si nous nous reportons au 
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n° 24, nous vojons que, pour construire l’abaque de Fequation 

nous n’avons (en prenant les modules m, et jju egaux entre eux et les 
designant alors par la seule lettre p.) qu’a porter sur les axes Ox et 
Oy supposes rectangulaires, et sur leur bissectrice O/, les echelles 
definies par 

x — v-fi » 

r = v-f-2, 



et a elever, par les points cotes de ces echelles, des perpendiculaires 
respectivement a ces trois axes. 

Si done, nous avons recours a Femploi d’un transparent tel que 
celui qui a ete decrit aux n os 13 et 18, nous vojons que nous pourrons, 
grace a ce transparent, rendre inutile, non seulement le trace des 
perpendiculaires elevees aux axes Ox et O y respectivement par les 
points des graduations (z x ) et (z 2 ), mais encore celui des perpendi- 
culaires elevees a Of par les points de la graduation (_z 3 ) ? pourvu 
que, par le centre du transparent, point de rencontre des index I, 


Fig. 34- 



et I 2 , nous fassions passer un troisieme index I 3 perpendiculaire 
a Of (fig'- 33). 

Lorsque nous deplacerons ce transparent, en lui conservant son 


(') Pour le maintieu dc I’orientation du transparent, voir ce qui a ete dit au 

«° 13. 
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orientation , ses trois index I,, I 2 et I :! coincideront a chaque instant 
avec trois des droites que I on s’est dispense de tracer et dont les 
cotes se correspondent en vertu de [’equation donnee. 

En d’autres termes, ilsujjit , le transparent ay ant une orientation 
co nve nable ('), de fair e passer les index T ( et I 2 respectivemen t 
par les points z , et z 2 des axes Ox et Oy pour que I’index I 3 
donne z 3 sur Vaxe Oz. 

L’abaque, dans ce cas, se reduit done aux trois echelles recti- 
lignes (£,), (^ 2 ) et (z s ), completees par le transparent portant les 
trois index 1, , I 2 et I 3 ( 1 ). 

Get emploi du transparent mobile a ete propose par M. Blum, a 
l’occasion des calculs de terrassements (n° 111, yip. 1 34). 

Remarque. — II n’est pas essentiel que les trois echelles donnant 
les cotes des trois systemes de paralleles, non traces, auxquels on 
substitue les index du transparent, soient perpendiculaires a la direc- 
tion de ces systemes; il n’est meme pas necessaire qu’elles soient 
rectilignes. Supposant, en effet, les trois systemes de paralleles 
d’abord construils, nous pouvons inscrire leurs cotes aleur rencontre 
avec des lignes quelconques et effacer ensuite ces systemes en ne 
conservant que leurs graduations avec les lignes leur servant de 
support. L’application du transparent convenablement oriente sur le 
tableau forme par les trois echelles curvilignes conservees tient lieu 
des systemes de paralleles effaces. 

On peut meme, si les trois graduations ne se genent pas mutuelle- 
ment dans les limites admises, les inscrire le long d’une seule et 
meme ligne. 


(') II y a lieu de se preoccuper des variations du papier en longueur et largeur; 
avec un papier de bonne qualite, ces variations, bien que pouvant differer d’un 
sens A l’autre, sont uniformes dans chaque sens, ainsi que permet de le constater 
ce fait qu’un rectangle dont les coles sont paralleles aux bords de la feuille de 
papier ne eesse pas d’etre un rectangle. S’il reste semblable a lui-meme, e’est que 
tous les angles se sont conserves sur la figure, les droites restant des droitds. Par 
suite, Papplication du transparent a trois index donne les memes resultats que s’il 
n’y avait eu aucune variation. Si le rectangle ne reste pas semblable h lui-meme, 
e’est que, les droites reslant encore des droites, les angles ne se sont pas con- 
serves; par suite, le transparent precedent ne peut plus servir. Mais, si l’on a eu 
soin de figurer sur l’abaque les directions des normales aux trois echelles, elles 
donneront, a chaque instant, les directions corrigees des trois index du trans- 
parent. 
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Mais, si des circonstances speciales peuvent, en certains cas, 
conduire au choix de telles dispositions, il est, d’une maniere gene- 
raie, preferable sous le rapport de la precision, d’adopter des echelles 
perpendiculaires a la direction des index correspondants. 

31. Principe des cibaques hexagonaux ( , ). — Si l’on se reporte 
au nuinero precedent, on voit que, moyennant l’emploi du trans- 
parent a trois index, la construction de l’abaque d’une equation 
representable par trois systemes de droites paralleles se reduit a la 
construction des echelles des trois fonctions f , , f. 2 et / ;t respective- 
ment portees, sur les axes Or, O y et leur bissectrice 0£, avec le 
meme module, d’ailleurs quelconque, pour les deux premieres, et ce 

module divise par \J 2 pour la troisieme. Or, il arrive souvent que 
ces trois echelles derivent d un meme etalon (n° 6), 1’etalon logaritli- 
mique par exemple ; il y aurait done avantage a pouvoir constituer 
l’abaque au moyen de trois echelles de meme module. Cette conside- 
ration fait ressortir a priori l’interet qui s’attache a l’artilice, du a 
M. Lallemand, dont il va etre maintenant question et c|ui a encore 
l’avantage d’une disposition plus symetrique des echelles, celles-ci 
etant paralleles aux trois cotes d un triangle equilateral. 

Get artifice, auquel l’auteur est parvenu par une voie purement 
elementaire (n° 32), pent etre rattache a l’emploi de coordonnees 
ainsi definies : Ayant pris deux axes Ox et Oy faisant entre eux un 
angle de 120 °, les coordonnees d’un point sont les distances de 
Forigine O aux pieds des perpendiculaires abaissees de ce point 
respectivement sur Ox et Or. 

Dans un tel systeme de coordonnees, toute droite est representee 
par une equation du premier degre 

ax -h by h- c — o. 

On trouve, en outre, bien aisement, que la distance de l’origine a 


( 1 ) C’est dans une Note inseree en 1886 aux Comptes rendus de I’Acadernie des 
Sciences ( t. 102 , p. 8)6) que M. Lallemand a, pour la premiere fois, fait connaitre 
ee principe. 11 en a developpc Tapplication, avec de nornbreux exemples h l’appui 
[dont plusieurs seront reproduits par la suite (n os 35 et 53 a 56 )] dans un Memoire 
autographie, de i 885 , non livre a la publicite, et presente seulement a LAcademie 
des Sciences le 2^ decembre 1906. 
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sj a 2 H~ b- -t- : 2 ab cos 1 uo”. 

En particulier, si l’onprend une droite perpendiculaire a la bissec- 
trice O t d e ./•( ) r. droite dont Fequation est de la forme 

x-A-y — h, 

on a 


> cos 60" 

D es lors, F abaque de 1 equation 
etant defini, avec le module p, au moyen des equations 

# = vJu y = 

y -t-jK = p-/s, 

celles-ci, 011 x et y designent nos nouvelles coordonnees, repre- 
sentent, conime dans le cas des coordonnees cartesiennes, des droites 
respectivement perpendiculaires a Ox, a O y et a la bissectrice O t 
de l’angie de ces axes; mais ici les distances de l’origine aux droites 
du troisieme sjsteme, qui definissent Feclielie portee sur O /, soul 
donnees, en vertu de la formule ci-dessus, par 

t = [i./ 3 . 

On obtient done alors sur O t une eelielle de ineine module que 
celles portees sur Ox et O y. 

La construction de F abaque se reduit par suite a cede des echelles 
des fonctions J \ , f 2 et , efFectuee avec le memc module, respecti- 
vement sur les axes Ox, O y et O t tels que Fangle xOy soit egal 
a 120 0 , et que Ot soil la bissectrice de cet angle ( fig. 35 ). 

Ici, les index I,, L> et I 3 , respectivement perpendiculaires a Ox, 
Oy et O t. constituent les trois diagonales d un liexagone regulier, 
d’ou le nom cF abaque hexagonal donne a ces sortes de nomo- 
gram me s . 

Si done on veut constituer le transparent au moyen dime malic re 



UK PRESENTATION PAR LIGNES CONCOURANTES DANS LE CAS DE TROIS VARIABLES. 77 

rigide ayant des bords paralleles aux trois index, on lui donnera 
la forme d’un hexagone regulier. 

L'orientalion du transparent sera encore assuree au moyen de 
paralleles equidistantes a la direction de l’un des index ( 1 ), ei son 
mode d’emploi ne diflerera pas de celui que nous avons precedem- 
ment indique pour les abaques a axes rectangulaires (n° 30). Nous 
croyons lion toutefois de le rappeler ici : 

Le transparent etant oriente , et son index I, passant par le 
point cote z , de la premiere echelle , on le fait glisser dans la 
direction de cet index (en appuyant une regie contre Fun de 
ses bords paralleles a Ij s’il est rigid e) jusqu’a ce que V index I 2 
passe pat' le point z 2 de la deuxieme echelle. U index I 3 rencontre 
alors la troisieme echelle en un point dont la cote est la valeur z :i 
demandee. 

32. Forme geometrique elementaire du principe precedent. — 
Appelons A, B, G les points ou les index I,, I 2 , I 3 rencontrent res- 
pectivement Ojt, Op, Ot (fig. 35). 


Fig. 35. 



Les segments OA, OB et OC representent, d’apres le numero pre- 


t 1 ) Pour assurer rigoureusemenl cette orientation, il suffit de tracer sur le trans- 
parent un index J 0 perpendiculaire I,. Cet index etant mis en coincidence 
avec Ox de facon que le centre du transparent marque le point cote z L sur cet axe, 
on applique une regie contre un des bords du transparent, paralleles a I n et Pon 
fait glisser ce transparent le long de la regie jusqu’a ce que l’index I, passe par le 
point cote sur Oy. 
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cedent, a/, , yxf ., et ;a/‘, . On a done 

OG = OA -+- OB, 

et comme ces segments ne sont autres que Ies projections de la dis- 
tance des points O et O' sur Ox, 0 >' et Ox, on volt que Fegalile 
precedente ex prime la propriete qui s’enonce ainsi : 

La projection d un vecteur sur la bissec trice d’un angle 
de 120 0 est egale d la somme des projections de ce vecteur sur 
les cotes de cet angle., 

Cette propriete est d’ailleurs geometriquement evidente. En effet, 
les droites O' A' et OB' etant egalement inclinees sur Ot {Jig. 36), 
le point C est le milieu de A B' et Ton a 

•2OC = OA'h- OB'. 


Pig. 36 p 



On pent done, par une marche inverse, partir de ce I h core me tout 
elementaire pour etablir le principe des ahaques liexagonaux. C’est 
d’ailleurs ainsi qu’a procede M. Lallemand pour etablir la theorie de 
ce genre d’abaque (*). 

Ea voie par laquelle nous j sdmmes parvenus, tin pen moins ele- 
mentaire sans doute, a toutefois F avail tage de rattacher plus intiroe- 


(0 Voir le premier renvoi clu n° 31. 
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ment cette theorie ati corps merae de la doctrine exposee dans cet 
Ouvrage et qui embrasse la generality des nomogrammes. 

33. De placement des echell.es ( 2 ). — Si l’on se donne les limites 
des variables z { et z 2 auxquelles correspondent respectivement les 
points A, et B, d’une part, A 2 et B 2 de l’autre, les limites de z 3 en 
resultent, attendu que lorsque les index I, et I 2 passent respective- 
ment par A, et A 2 , l’index I 3 determine sur la premiere echelle le 
point A 3 ; de merae pour B 3 . On voit, en outre, en vertu du theo- 
reme enonce ci-dessus, que Ton a 

A 3 B 3 = Aj It , -+- A 2 It 2. 

Les points cotes sur A,B, servent a determiner la position de 
l’index I, dont la direction, perpendiculaire a A 1 B 1 , est fixe. II 
resulte de la que si 1’on deplace 1’echelle A t B, dans cette direction 
pour la reporter en A) B) , chaque point cote continuera a definir la 
meme position pour l’index I, {fig- 36). 

La meme remarque s’appliquant aux deux autres echelles, on voit 
que chaque echelle pent Stre deplacee d’ une quantile quelconque 
normalement a sa direction. 

On pourra done prendre pour supports des echelles ( 5 ,), (z 2 ) 
•et (z 3 ) trois droites quelconques X, \ , T paralleles aux axes Ox, Oy 
et O t precedemment definis, e’est-a-dire constituent les cotes d’un 
triangle equilateral. II faudra toutefois rigoureusement observer la 
condition que les origines A' f , A 2 et A 3 des trois graduations se cor- 
respondent, e’est-a-dire qu’elles se trouvent simultanement sous les 
index I t , I 2 et I 3 . 

Nous sommes ainsi amenes au mode de construction suivant des 
abaques hexagonaux : 

Ayant choisi U'ois droites , X, Y et T formant un triangle 
equilateral r et pris sur X un certain sens positif , nous defi- 
rtissons les sens positif s sur Y et sur T par la condition qu His 
f assent avec le premier des angles {comptes dans le sens trigo- 
nometrique positif) respectivement egaux a 120 ® et d 6o°. 

Si a t et b { sont les valeurs limites de z t , a 2 et b 2 celles de z 2 , 


( 2 ) Les remarques contenues dans les n os 33 et 34, faites par M. Lallemand a 
prupos des abaqueS hexagonaux, s’appliqweraieBt au-ssi bien aux aba q ties du n° 31. 
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nous conslruisons sur \ et \ , avec un meme module p, d’ailleurs 
quelconque , /es echelles des fonctions j\ et f. 2 entre ces limites; 

Fig- 3 7 . 



en faisant correspondre d a x et d a 2 des points A { el A 2 quel - 
conques. 

Les perpendiculaires elevees d X et d Y en A, et A 2 se coupent 
en un point dont la projection sur T est A 3 . Nous construisons 
alors sur T, toujours avec le module a, echelle de la fonction / : > 
en faisant correspondre le point A 3 d la valeur a 3 telle que 

- s r-fi{u 2 ) —f s (a d ), 

et nous la prolongeons jusqidau point qui est la projection sur T 
du point de rencontre des perpendiculaires elevees d \ et a \ 
par les points et B 2 qui repondent aux valeur s limites b x et b> 
des variables z x el z 2 . * 

Remarque. — Rien n’empechera, le cas echeant, s’il en resulte 
une meilleure disposition de l’abaque, de prendre, pour le support 
de l’une des echelles, une premiere droite jusqu’a une certaine 
valeur, puis une autre, parallele a la premiere, a partir de cette valeur 
(■ voir les figures 60 et t 4 3 ) - 

34. F ractionnement des echelles. — Entre les limites a x et b^ 
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d’une part, a- 2 et b. 2 de l’autre, prenons des valeurs intermediaires 
quelconques c’i et c 2 . 

Quatre cas peuvent alors se presenter : 


I z 2 esl, compris entre ct c t z 2 entre a 2 et e 2 

ll ........ Zi » cj et bi z 2 » a 2 c 2 

1 1 J 5i » cii et cf t z 2 » c 2 et b 2 

IV » Ci et b[ z 2 » c 2 et b 2 


Nous pouvons des lors, stir une raeme feuille de papier, cons- 
truire, d’apres la regie qui a ete donnee au numero precedent, les 
abaques correspondant a ces quatre cas, independamment les uns des 
autres, mais en conservant de l’un a l’autre la meme direction pour 
les axes. 

Si l’on aligne sous une meme position de l index I, les limites infe- 
rieures a, et c ( des deux troncons de la graduation (z t ), et sous une 
meme position de l’index I 2 les limites inferieures a 2 et c 2 des deux 
troncons de la graduation (z 2 ), il en resulte que les limites infe- 


Fig. 38 . 



rieures des quatre troncons de la graduation (z :t ) sont aussi alignees 
sous une meme position de l’index 1 3 ( fig . 38). 

II faut bien remarquer, d’ailleurs, que chacune des graduations (j :t ) 


d’ocaone 


G 
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des cas II et III est formee de parties empruntees aux graduations {z :i ) 
des cas I et IV, puisque l’ensemble de celles-ci represente la gradua- 
tion complete allant de (a,, 6,) a («._>, b 2 ). 

L’ensemble des quatre abaques, ainsi reunis sur le meme tableau, 
equivaut a l’abaque unique construit precedemment, et, grace a ce 
fractionnement, il occupe une place beau coup moindre. 

En outre, le travail que represente l’etablissement de cet abaque 
fractionne n’est guere superieur a celui que comportait l’abaque 
unique. En effet, les deux echelles (s,), ou les deux echelles (z 2 ) 
respectivement mises bout a bout reproduiraient les echelles (z { ) 
et (z 2 ) non fractionnees; de meme pour les deux echelles ( ) cons- 
truites pour les cas I et IV. Quant aux deux autres echelles (z 2 ), 
correspondant aux cas II et III, nous venons de voir qu’elles 
sont constitutes par des parties empruntees aux deux precedentes. 
Une fois celles-ci construites, leur etablissement represente done un 
supplement de travail insignifiant, a savoir celui qu’entraine seule- 
ment le report sur un axe d’dne partie de graduation relevee sur un 
autre axe. 

Ici se place, d’ailleurs, une remarque essentielle : il arrive tres 
frequemment, en pratique, que les valeurs des deux variables inde- 
pendantes z, et z 2 , entre leurs valeurs extremes a, et b t , a 2 et b 2 , 
ne s'associent pas d,' une maniere quelconque , mais que leurs 
variations simultanees, quoique independantes, sont de meme 
sens . . 

Dans ce cas, on pourra trouver dans les intervalles de a b { 

et de a 2 a b 2 des valeurs moyennes c, et c 2 telles que z, et leur 

seront ensemble respectivement superieures ou inferieures. Des 
lors, n’ayant jamais a associer une valeur de z, inferieure a c, a une 
valeur de z 2 superieure a c 2 , et inversement, les combinaisons II 
et III ci-dessus ne se produiront jamais et la construction des 
echelles ( z 3 ) correspondantes devient inutile. 

La construction de l’abaque a echelles fractionnees ne represente 
alors pas plus de travail que celie de l’abaque a echelles non frac- 
tionnees. 

En tout cas, pour eviter qu’il y ait confusion dans la maniere 
d’associer les divers trongons d’echelles, on placera a cote de chacun 
d’eux certains signes, des chiflres romains par exemple, ou des 
marques de couleurs diverses, se referant aux abaques partiels dans 
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lesquels il intervient, de sorte qu’on n’aura pour chaque lecture 
qu’a associer trois troncons portant le merae signe. 

On pourrait aisement generaliser ce qui precede, et supposer que 
Foil fractionne les echelles (z { ) et (z 2 ) respectivement en n t et n 2 
troncons, ce qui conduirait a construire n 2 troncons d’echelle (^3), 
a moins que la remarque precedente ne s’appliquat; mais une telle 
generalisation, theoriquement sails difficulte, est pratiquement sans 
interet : il est done inutile d’j insister. 

II arrivera, au contraire, tres frequemment, qu’il n’j aura lieu 
de fractionner que l’une des echelles (^1) et (^ 2 )v- l a seconde, par 
exemple. 

Il suffit, pour tomber sur ce cas, de supposer dans ce qui precede 


35. Exemples : i° Cinquieme type d' abaque de multiplication. — L’equa- 
tion de la multiplication etant mise, comme au n° 27, sous la forme 



on voit que Fabaque hexagonal correspondant, emprunte a M. Lallemand, 
se construira immediatement suivant le mode indique au n° 34, les trois 
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echelles fonction.nelles etant ici de simples echelles logarithmiques donnees 
par un memo etalon. C’est la un cas ou se manifeste bien nettement Pavan- 
tage signale dans le premier alinea da n° 31 . 

Sur I’abaque de la figure 39, les echelles de ( 3 t ) et de (Z2), a cote desquelles 
on lit la lettre A, ont ete Pune et Pautre fractionnees an point 3 , ct leurs 
seconds troncons B ont ete disposes de telle sorte que, pour le troncon de 
1 echelle (33) correspondant aux troncons B, les points de division soient les 
me mes que pour le troncon de cette echelle (33) correspondant aux tron- 
cons A. Pour qu’il en soit ainsi, il a suffi, ayant pris le point 1 clu premier 
troncon AA de Pechelle (33), d en faire le point 10 du deuxieme troncon BB. 
Le point 9 de ce deuxieme troncon s’est des lors trouve determine, et il a 
suffi de placer les points 3 des troncons B de (3 j ) et de (3?) sur les pai alleles 
aux index G et J 2 menees par ce point 9. 

Associant ensuite le troncon A de Pune des echelles avec le troncon B de 
Pautre, on a obtenu, vu I identite de ces echelles, le meme troncon AB cons- 
true par la partie 3 a 10 de A A et la partie 10 a 3 o de B 13 , raises bout a bout, 
le point 3 se trouvant sous la position de Pindex T3, quand les index et I, 
passent respectivement par les points 1 et 3 d’un troncon A et d’un troncon B 
conjugues. 

‘i° Corrections dynamiques de niveau. — Les corrections d’altitude r tl et 
de latitude r j2 , exprimees en decimillimetres, qu’il faut faire subir a une diffe- 
rence brute de niveau d, exprimee en metres, pour obtenir la difference cor- 
respondante de niveau dynamique, sont donnees par 

Tj! = — 0,OOI9C?H, 

r t 2 = — 26 d cos 2 A , 

H etant Paltitude moyenne exprimee en metres, X la latitude moyenne 
exprimee en grades. 

Bemarquons que, sauf le cas tres exceptionnel de regions situees en contre- 
bas du niveau de la mer (pour lesquelles H est negatif), la correction d’alti- 
tude r tl est de signe contraire a la difference de niveau. 

En outre, la correction de latitude r i2 doit etre prise avec le signe de la 
difference de niveau ou le signe contraire, suivant que la latitude X est supe- 
rieure ou inferieure a 5 o f L 

Nous sommes ainsi amenes a negligee les signes des seconds membres et. 
par suite, a prendre la meme valeur de r j2 pour deux valeurs de X supple- 
mcntaires, ce qui montre qu’il n’y aura lieu de faire varier X qu’entre o 
et ioo G . 

Gel a pose, pour traduire ces formules en abaques hexagonaux, il suffira de 
les eci'ire 

logd -h logH -4- logo, 0019 = log | r ! [, 
lo gd -1- log cos 2 A -+- log26 = log| r J5 |- 



Latitudes ( X.) 
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Fig. /Jo. 


Grades Metres 



Pour la premiere, on aura done a construire : 


Sur Paxe X, Pechelle x = 


» 


Y, 

T, 



ulogrf, 

[i.(logH log 0,00 1 9 

i 1 log I r ii I; 


» 
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pour la seconde : 

Sur I’axe X, l’echelle x — jalog d, 

» Y , » y — fx( log cos 2.X -+- log 26), 

»• T, » t — p. log | y 2 |, 

\j. etant 1111 'module quelconque. 

On voit quo. de 1’un a railin' abaque, les echelles portees sur X el sur-T 
sont les memos. On pourra done les- prendre en comraun, el construirc paralle- 
lement Fun*' a I’autre les deux echelles (H) el (a) portees sur les axes Y. 

En outre, on pourra fraetionner Fechelle (d) commune au point d — 10, en 
laisant coincider le point 10 du second troncon avec le point 1 du premier, ce 
qui entrainera de memo la coincidence de tout point 10 d du second troncon 
avec le point d du premier. 

D’ailleurs, les corrections r lX et r ;2 etant proportionnelles a of, le troncon 
corrcspondant de l’echelle (r\ t , v) 2 ) s’obtiendra simplement en multipliant 
par 10 les cotes des points du premier troncon (!). 

G’est ainsi qu’a etc obtenu Fabaque de la figure 40, emprunte a M. l.alle- 
mand ( 2 ). 

Pour eviter toute confusion, on a souligne les cotes des seconds lion cons 
des echelles (d) et (vp, y) 2 ). 

Le mode d’emploi de Fabaque, moyennant cetle distinction des deux tron- 
cons des echclles (d) et (r il} r r2 ), se resume done en ceci : 

Le transparent etant oriente , et son index 1 1 passant pa r le point cote d 
de la premiere eclielle, on le fait glisser dans la direction cle cet index 
de maniere d amener son index I 2 a passer successivement par les points 
cotes II et X des secondes echelles ( verticales); dans ces cleux positions. 
I’index I3 donne sur la troisieme eclielle d abord puis r J2 . 

On trouvera plus Join (n° 111) une autre application de la methode des 
abaques hexagonaux dans le cas des equations a trois variables. 

IV. — Anamorphose generale. Nomogrammes generaux 

a lignes concourantes . 

36. Principe cle V anamorphose generale. — . L’idee de Fana- 
morphose, (level op pec dans les paragraphes precedents, conduit ton l 
naturellement a la generalisation que voici : 

A chacune des variables et z* faisons correspondre un sjsteme 
de courbes cotees cjuelconques. Si nous associons les couples de 


i 1 ) On reconnait la unc application du principc des mnltipficateurs carrespondants 
(n- 20). ' 

(-) Nwellement de haute precision ( linage a part), p. 3x. 
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valeurs de el z 2 conduisant, en vertu de Fequation proposee, a line 
meme ealeur de z 3 , el que nous prenions les points de rencontre des 
eourbes eotees eorrespondantes, ces points seront distributes sur une 
eourbe a cote de laquelle nous pourrons inscrire la valeur de z 3 consi- 
deree. En repetant cette operation pour une serie de valeurs.de z 3 
nous obtiendrons un sjsteme de eourbes eotees pour cette variable, 
H ee sjsteme, joint a eeux qui ont ete arbitrairement choisis pour z, 
et z- 2 , constituera un nomo gramme d lignes eoncoarant.es de 
l equation proposee. 

En un mot, toute equation d hois variables peut etre repre- 
sentee an moyen de trois systenies.de eourbes eotees dont deny 
arbitraires , trois eourbes prises respectieement dans chacun de 
res systemes etant eorrespondantes lorsqid elles concourent en un 
nieme point. 

On peut se demander s il v a pratiqueinent interet a envisager une 
telle generalisation. Or, on concoit a priori la possibilite de repre- 
senter uniquement au mojen de droites et de cercles certaines equa- 
lions auxquelles n est pas applicable l’anamorphose de Lalanne. Cette 
consideration suflit a faire ressortir Finteret qui s’attache au principe 
general ci-dessus, qui a etc rencontre par Massau, ingenieur au 
<‘orps beige des Fonts et Chaussees ( 1 ), lorsque cet auteur a cherche 
a generaliser l anamorphose de Lalanne en constituant le canevas de 
Fabaque au mojen non plus de deux sjstemes de droites paralleles, 
mats de deux sjstemes de droites quelconques , ainsi qu’on le verra 
plus loin ( n° 41 ). 

Avant de donner F expression mathematique de ce principe general, 
nous crojons utile de dire quelques mots des sjstemes de eourbes 
colees. 

37. Systemes de eourbes eotees. — Soil Fequation 

oil ^ designe un parametre arbitraire, x et y des coordonnees ponc- 
luelles quelconques. generalement des coordonnees cartesiennes. 


( T ) M4 moire sur /'integration graphique et ses applications , paru dans les 
Annates de l' Association des Ingenieurs sortis des Ecoles speciales de Gand 
(Liv. Ill, Cliap. Ill, § 2); i88' h 
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A chacjue valeur de c- correspond une courbe, el, lorsqu’on fail 
varier ce parametre de — ooa— j— oc, on obtient un systeme simple- 
ment in/ini ou faisceau de conrbes. 

Supposons que, faisant varier z par echelons egaux entre les 
limites a et 6 , nous construisions la partie de chacune des courbes 
correspondantes comprise a I’interieur (Tune certaine ciire A en 
ajant soin d’inscrire a cote de chacune d’elles la valeur correspon- 
dante du parametre z\ nous obtenons ainsi un systeme de courbes 
co tees (z) ( 1 ). 

Toutes ces courbes sont tangentes a une meme courbe, leur enve- 
loppe, dont Fequation est le resultat de F elimination de 5 entre les 
equations 


Mais, outre que la partie de cette enveloppe, qui est tangente aux 
courbes traeees, se trouve generalement en dehors de l’aire A, il 
faut remarquer que, sauf dans le cas ou les courbes cotees sont des 
droites, elle n’offre aucune utilite pratique. 

Si l’on est conduit a envisager une valeur de 3 autre que celles qui onl 
servi a la construction du systeme, on doit se figurer entre les tourbes 
efFectivement traeees les plus voisines, cede qui repondrait a cette 
valeur de z, en se laissant guider par Failure des courbes environ- 
nantes. Cette interpolation a vue est, on le voit, assez delicate et la 
precision qu’elle peut donner depend bien evidemment de Fhabitude 
qu’en peut avoir le lecteur. 

Lorsque, par la suite, nous parlerons des courbes cotees d un sys- 
teme, on devra entendre par la non seulement cedes qui seront elFec- 
tivement traeees sur le tableau, mais encore cedes qu’il est possible 
de leur adjoindre par une interpolation a vue. 

II convient cFobserver que la construction d’un systeme de courbes 
cotees ne comporte pas, en general, a beaucoup pres, un travail equi- 
valent a la sorame de ceux qu’exigerait la construction des courbes 
qui le constituent, prises individ uellement. II arrive, en effet, 

(') RappeJons, ainsi que nous Pavons cleja dit au n° 16 . que ces courbes onl ega- 
lement recu le notn de courbes d’e'gdl element (Lalanne) et de courbes isoplethes 
( Vogler et Lalanne). Nous nous en tenons au terme plus simple et plus expressif de 
courbes cotees . 
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presque toujours que, vine fois Fune de ces conrbes obtenue, le trace 
des autres s’en deduit avec une grande facilite. On peut citer, a ce 
point de vue, comme particulierement caracteristique, l’exemple des 
systemes de courbes qui se rencontrem plus loin aux n os 104 et 105. 

38. Systemes de droites , du premier degre (*). — Si l’equation 
d’une droite contient algebriquement le parametre z au degre n, elle 
definit un systeme de droites, du /v i '‘ me degre. De telles droites 
admettent en general une enveloppe de classe /t, puisque, a un 
couple de valeurs donnees pour x et y, correspondent n valeurs de^, 
ce qui montre que, par tout point, on peut mener n tangentes, reelles 
ou imaginaires, a l’envelope du sjsteme. 

Les cas les plus interessants sont ceux de n — i et n = 2 , pour 
lesquels l’enveloppe se reduit respectivenient a un point et a une 
conique. 

Considerons d’abord un sysleme de droites ( 5 ), du premier degre. 
Son equation est de la forme 

( 1 ) U h- £ V = o, 

ou U et V sont des fonctions lineaires en x et y. 

A 5 = o et 5 = « correspondent respectivenient les droites U = o 
ct V = o, representees sur la figure 4i par AB et AC. 


Fig. 4i 



To ute autre droite (z) ou AM du systenie passera par le point de 
rencontre A de ces deux premieres droites. 

Si l’on remplace U et V par leurs valeurs developpees en x et y, 


( 1 ) L’etude des systemes de droites du premier ct du deuxieme degre a ete faite. dans 
le Memoire cite de iVIassau, d’une facon un peu differenle. 
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on voit que Pequation (i) renferme, sous forme homogene, six coef- 
ficients. II faut clone cinq conditions pour definir le sjsteme. La 
connaissance du point A equivaut a deux conditions. II faudra done 
connaitre les cotes de trois droites menees par ce point pour cpie la 
determination geometrique du sjsteme soit complete. 

Coupons ce sjsteme par une droite BC quelconque. L’equation (i), 
conservant la meme forme pour un changement quelconque des axes 
de coordonnees, nous pouvons, sans nuire a la generalite, supposer 
que cette droite BC se confond avec l’axe des x. Alors, pour avoir 
Fechelle determinee sur cet axe par le sjsteme (A), il suffira de faire 
y~ o dans (i), ce qui donne l’equation d’une echelle homogra- 
phique (n° 7 ). 

D’apres ce qui a ete vu en cet endroit, on peut construire geome- 
triquement une telle echelle lorsqu’on en connait trois points. En 
particulier, on peut se servir des points B (A = o) et C(5 = oo), 
auxquels on adjoindra le point de rencontre M d’une droite quel- 
conque (A) du sjsteme avec. la droite BC. 

Rappelons cjuelle est la construction donnee au n° 7 : si, par le 
point M, on menela parallele MB a AC, l’echelle metrique ajant son 
point (o) en IP et son point (2) en M, projetee a partir de A sur BC, 
donne, sur cette droite, Fechelle demandee. On peut done dire que 
le faisceau cherche determine sur toute droite parallele d AC une 
echelle metrique. 

39 . Systemes de droites , da second deg re.- — Un tel sjsteme est 
defini par une equation de la forme 

U-h^V-l--z 2 W=o, 

ou U, V, W sont des fonctions lineaires en x et y. 

As = oet2 = oo correspondent respectivement les droites U = o 
et W = o, representees sur la figure 42 par AB et AC. Soit, en outre, 
BC la droite V = o. 

L’enveloppe du sjsteme a pour equation 

V 2 — 4UVY = o. 

C’est done une conique F tangente a AB et AC en B et en C, 

L’equation (1) renferme, sous forme homogene, neuf coefficients. 
II faut done huit conditions pour definir le sjsteme. La connaissance 
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de la conique F equivaut a cinq conditions. II faudra done, si elle est 
donnee, connaitre, en outre, les coles de trois de ses tangentes pour 
(|ue la determination geometrique du systeme soit complete. La 
conique" F sera d’ailleurs definie si l’on a ses points de contact avec 
trois des tangentes cotees donnees. 


Fig. 42. 



En particulier, lorsque les droites AB, AG et BC ont ete cons- 
yruites, on connait, par le fail, deux tangentes cotees AB(^ = o) et 
AG (z = 00 ) avec leurs points de contact B et C. 11 suffit alors de 
eonstruire une autre droile quelconque MN de cote z pour que le 
systeme soit geometriquement delini. 

Quatre droites quelconques du systeme, prises avec leurs cotes, 
equivalant a huit conditions, permettront egalement de eonstruire le 
systeme. 

Gette construction repose, dans tous les cas, sur le tlieoreme sui- 
vant : Les points de rencontre , pris avec les cotes correspondantes , 
de toutes les droites du systeme avec V une quelconque cVentre 
elles forrnent une echelle homo graphic] ue . 

En elTet, les points de rencontre des droites du systeme delini par 
Fequation ( i ) avec la droite dont Fequation est 

('!) P U -r- Z L >X -h Z\ W = O 

se trouvent sur les droites du systeme 

(3) , V+(3 + 5 0 )W = o, 

dont Fequation s’obtient par soustraction de (i) et ( 2 ), et coniine ce 
systeme est du premier degre, 1'eclielle qu'il engendre sur la droite ( 2 ) 
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est lineaire. Le point cote z 0 sur cette echelle est evidemment son 
point de contact avec la conique T. 

En particular, les echelles situees sur AB et sur AC sont donnees 
I n ne par ~ 

(4) ' U = o avec V + ;W = o, 
l’autre par 

(5) W — o avec U + sV = o. 

Si Ton connait quatre droites cotees du system#, on a, surchacune 
d’elles, par sa rencontre avec les trois autres, trois points de Fechelle 
homographique. correspondante. On pent done construire cette 
echelle (n° 1 ), Apres en avoir ainsi obtenu deux, il suffit de tirer des 
droites entre leurs points de meme cote pour avoir le systeme 
demande. 

Revenons au cas oil Ton a trace les droites AB, AC, BC et une 
droite MN.de cote quelconque .z. dans le systeme. 

L’echelle lineaire sur AB est delinie par les points B(o), M(^) 
et A(oo); celle sur AC par les points A(o),vN(^) et C(oo). 

Si nous menons par M la parallele MB' a AC et que nous construi- 
sions sur cette droite Fechelle metrique ayant son point (o) en B' et 
son point (5) en M, il nous suffira de projeter cette echelle a partir 
de C sur AB pour avoir Fechelle situee sur cette droite. De meme 
Fechelle situee sur AC s’obtiendra par projection a partir de B de 
Fechelle metrique construite sur la parallele NA' a BC et ayant son 
point (0) en A' et son point (z) en N. 

Le point E ou la droite (z) touche son enveloppe F est delini par 
Fequation (1) et sa derivee par rapport a -z, 

(6) ^ Y 4- 9 .zW = o. 

Cette derniere. equation, multipliee par ^ et retranchee de (1), 
donne 

(7) u +'|v = o- 

Le point E se trouve done a F intersection des droites definies 
par (6) et (y ). Or, la comparaison de ces equations avec ( 4 ) et ( 5 ) 
montre que la premiere represente la droite qui joint le point C 
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an point cote 2 z sur l’echelle de AB, et la seconde la droite qui 
joint le point B an point cote - sur l’echelle de AG. De la une facile 
construction du point E lorsque ces deux echelles ont ete obtenues. 

Remarque. — Pour qu’une echelle homographique devienne 
metrique, il faut que son point cote (00) soit a l’infini. II n’y aura 
done, en general, qu’une droite d’un systeme du second degre sur 
laquelle les autres determineront une echelle metrique, a savoir celle 
qui sera parallele a la droite cotee (00), e’est-a-dire la tangente a la 
conique T parallele a AC. Toutefois, si la droite (00) est tout entiere 
transporter a l’infini, ce qui a lieu lorsque W se reduit a une cons- 
tante , auquel cas la conique T est une parabole, les echelles de 
toutes les droites du sysleme sont metriques. La conique T pent 
d’ailleurs etre une parabole sans que sa tangente cotee (00) soit pre- 
cisement celle qui est situee a Einlini. 

40 . Nomogramme general d trois systemes de courbes concou- 
r antes. — Considerons les trois systemes de courbes cotees definis 
respectivement par les equations 

(-1) A (a?, y, Z\) = o, 

(-2) y, z t ) = o, 

Os) / 3 (^, y, z z ) = o. 

Si trois courbes prises respectivement dans ces systemes con- 
courent en un meme point, leurs cotes sont liees par l’equation 

(h) ^123 = 0 , 

obtenue par elimination de x et y entre les trois eqtiations prece- 
dentes, et cela, bien entendu, quelle que soit l’espece (cartesiennes, 
polaires, etc.) des coordonnees x ety. 

L’ensemble des trois systemes (z t ), (z 2 ) et (s 3 ) constitue done un 
nomogramme de l’equation (E), dont le mode d’emploi tient dans ce 
simple enonce : 

La valeur de la variable prise pour inconnue est donnee par 
la cote de la courbe du systeme correspondant , qui passe par le 
point de rencontre des courbes cotees au moyen des valeurs des 
deux autres variables dans les systemes correspondants. 
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On voit que si l’equation (E ) est donnee, on pourra choisir arbi- 
trairement deux des trois equations de courbes cotees, les deux pre- 
mieres, par exemple, la troisieme s'obtenant par F elimination de z { 
et z o entre celles-ci et 1’ equation (E). 

Mais, el c’est la un point essentiel, il faudra a la fois que les equa- 
tions (^| ) et (z-y) qu’on se sera donnees et Fequation (s 3 ), obtenue 
comme on vient de le dire, representent des courbes reelles. 

Lorsque, sous cette condition, on formera les equations ( 5 ,), 
(z 2 ) et ( s 3 ), qui, par elimination de x et de y, devront redonner 
l’equation (E), on pourra dire que l’on.opere la disjonction des 
variables. 

II faut, en outre, remarquer qu’en pratique les variables s 1 et ,z 2 
prises comme variables independanles auront des li miles a K et b K 
pourFune, ci > et b 2 pour F'autre. On commencera done par construire 
les courbes eorrespondantes ( a K ) et (b t ) du premier systeme, (ci 2 ) 
et (b->) du second {Jig. 43 ). Ces courbes determineront un quadrr- 


Fig. 43. 



latere curviligne, et il ne sera, bien entendu, necessaire de construire 
les -di verses courbes (s, ), (z 2 ) et (s 3 ) qu’a Finterieur de ce quadri- 
latere. Toutefois, si ces courbes soul des droites ou des cercles, dont 
le trace ne coute pas plus de peine quand on Fetend davantage, on 
pourra, en vue par exemple d une plus grande nettete dans l’ins- 
cription des cotes, les prolonger an dela des limites qui viennent 
d’etre definies. 
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Remarquons enfin qu’il pourra y avoir lieu de pratiquer Inter- 
polation dont il a ete question au n° 37 pour line, pour deux des 
variables, ou ineine pour les trois a la fois. L’operation mentale, qui 
consiste a se figurer, au milieu des eourbes effectivement tracees. les 
trois eourbes eorrespondant aux deux donnees et a l’inconnue, exige 
alors quelque attention et fournit des resultats dont la precision 
depend evidemment de la plus ou moins grande habitude du lecteur 
et de la justesse de son coup d’oeil. 

On voit immediatement comment les methodes deja exposees 
resiiltent du principe general ci-dessus. 

II suflit de prendre pour equations ( z , j et ( z - 2 ) 

( S l) x — U j.3 1 , 

( z t) y — 

4 

pour obtenir comme equation (s 3 ) 


<3 3 ) 


F m 


x y 

Pi’ P 2 5 



= O. 


C’est la methode cartesienne (n° 16). 

Si l’equation (E) est de la forme 

fi 3 + /•> fh -l-/ 3 = o, 


on n'a qu’a prendre pour equations ( 3 , ) et (s 2 ) 

<-®i) x = \x j/i, 

<■*») y — 

pour avoir comme equation (z 3 ) 

< ~-i) ~~~ § 3 ~~ h 3 "t* f i = o . 

Pi Pi 

On retrouve ainsi la methode de V anamorphose simple (n° 23). 
Voyons maintenant quelle nouvelle extension de l’anamorphose 
pent resulter du principe general qui vient d’etre indique. 


41. No mo grammes a droites concourantes. — L’anamorphose 
ordinaire avait pour objet, en substituant a un quadrillage metrique 
un autre quadrillage, de transformer un systeme de eourbes cotees, 
dessine sur le premier, en un systeme de droites sur le second. 
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Supposons maintenant qu 7 au lieu crun quadrillage nous construi- 
sions un rcseau forme de deux systemes de droites quelconques et 
que, dans ces conditions, les courbes cotees correspondent a la troi- 
sieme variable soient aussi des droites quelconques. 

Nous voyons que nous aurons alors pour les systemes (.*,), (^ 2 ) 
et ( x- ;j ) des equations de la forme 

li* 

Oi) 

( Zi ) xf % -+-ygz-\-h i — o, 

(*s) xfi + ygi-+-h z =o. 

L’ elimination de x et y entre ces trois equations nous donne 
l’equation representee qui peut s’ecrire 


(E) 


A Si h i 
ft Si ^2 

A S-. A 


— O. 


Si done une equation est susceptible de revetir cette forme, on 
pourra immediatement effectuer la disjonction des variables par les 
equations (^,), (s 2 ) et (^ 3 ) ci-dessus, et, en construisant les trois 
systemes de droites definis respectivement par ces equations, on aura 
constitue un nomogramme a droites concourantes pour l’equa- 
tion (E). 

Les nomogrammes de cette espece ont ete envisages pour la pre- 
miere fois par Massau ( 1 ). 

Le probleme qui consiste a reconnaitre d’une facon absolument 
genefale qu’une equation F 12 3 =o quelconque est susceptible de 
prendre la forme du determinant ci-dessus est un probleme difficile 
d’Analyse dont il sera dit un mot plus loin (Premier renvoi du n° 57). 
En pratique, on peut, en general, donner immediatement a l’equation 
consideree une forme telle que 


Posant 


fl ^23 -+" Si ^23 -h H 23 = O. 

G*>? 


f 23 

X — tt , 


li 1 y h ? 

23 U 23 

on n’a qu’a eliminer successivement z ;) et z 2 entre ces deux equa- 


( l ) Integration graphique , Livre III, Chap. Ill, §2. 
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tions. Si les equations resultantes ainsi obtenues sont lineaires en x 
et y et s’ecrivent 

xfl+-ygt- 3 r /<2= O, 
xf%-‘rygi-±h z =*o, 

il suffit de les joindre a 

a 3 = o, 

pour que la disjonction soit effectuee sous la forme voulue ('). 

42. Type d : equation representable par droites cohcour antes , 
d deux systemes superposes. — Ge type d’equation, rencontre par 
Massau, est de la forme 

0) ( m i/i n i) ( '^2/2 -+- )fs- J r ( pifi -+- <71) (p-if-i -+- q%)gz 

■+* •+“ s i) Si)h 3 = o, 

oil les coefficients m,, a?,, m 2 , . . ., /' 2 , s 2 sont des constantes. 

Puisque nous sommes libres de choisir les equations (s 4 ) et (s 2 ) 
(n° 40), prenons celles qui resultent de l’elimination de f 2 d’une 
part, de f { de l'autre, entre les equations 

( 2) r _ ( ± !h 1 [ ’Till ±_gj) _ (p\f\ + q\)(pif*+q*) 

( 7 1.A S 1 ) d'ifi "+" s 2 ) ( 1 1.A 5 1 ) -+" ^ 2 ) 

L’equation (s 3 ) sera alors 

(*») + /< 3 = O. 

bormons les equations (.s, ) et (s 2 ) ainsi qu'il vient d’etre dit. Par 
un calcul qui n’olfre aucune difficult^, puisque chacune des equa- 
tions ( 2 ) est du premier degre par rapport soit a /,, soit a/ 2 , nous 
obtenons 

* 

I „ P 2*2 — /- 2 ^2 , r-iiiz— m^s,, m*q 2 ~ lupi 

\ 1 i ~ — X — h* — — y - 4 - 1 ~ o 

/W1/1-4 -n x p y x -^q v j n/i- t-s, ’ 

— ^‘lyi r . r i 7 *t w i , rn 1 cp—iyyy L 

nl > J\ -+- n ± Pifi^r q -2 T /■,/,+ «, 


0) kn iadiquant dans notre brochure 0.4 ( p. i4) ce precede de disjonction, nous 
le donnions corame d’un usage « assez frequent dans la pratique ». A. la verite, 
nous n’avons pas encore rencontre de cas ou il ne puisse pas s’appliquer. 

d’ocaone 
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Ges deux dernieres equations definissent des systemes de droites du 
second degre. 

U equation (1) ci-dessus est done representable par trois sys- 
temes de droites dont deux necessairement du second degre. 

Mais il y a plus : Ces deux systemes du second degre admettent 
pour enveloppe la meme conique. 

Pour le demontrer, il suffit de faire voir que les droites (^,) et (z 2 ) 
coincident deux a deux, e’est-a-dire que, quel que soit z {) on peut 
determiner de facon que les droites (z { ) et (z 2 ) coincident. La 
verification directe de ce fait exigerait des calculs tres compliques; 
elle devient fort aisee grace a l’artifice suivant : 

Rien n’empeche, pour la construction de l’abaque, de substituer 
aux fonctions f\ et f 2 les fonctions f' x et f \ definies par 




m i f 1 H~ r>\ 
r iji ■+• s i 


71 % 2 f 2 “ 4 — 7 % 2 

r* ^2 


U11 calcul facile montre que 


P1./1+ 9 \ 

r \fl ■+■ *'l 


= P\f[ 


q i 


Pyfyy qj. 

r iji s 2 


— Pi f 2 + q 2 


avec 


avec 


'' 

q 1 r 1 — 

Pi Sl 

p 1 — 

H\ /’1 

JIllS 1 } 


mp\ — 

m x q\ 

9 \ ~ 

n\r y — 

ni\ 


q 2 7 ’2 — 

p%s 2 

P 2 — 

71 2 /* 2 

m 2 s 2 


71 * p 2 — 

m 2 q . 2 

9 . 2 - — 

11 2 — 

■ 771 2*2 


Des lors, les equations (V,) et (z 2 ) deviennent 


(*V) 


w 


9 0 L > 

■ J 

4- y' 2 = 0, 

ft 

/ y i /1 -+- ?i 

p\ X 

r 

+ ?' t = 0. 

f. 

p’-ij'-i •+■ #2 


* 


Ges equations representeront une meme droite si l’on peut avoir a 
la fois 

p% f'% _ p'tft q'-i _ C A. 

~ p\fx + q\ q'\ 


Or, ces deux egalites se reduisent evidemm'ent a une seule : 
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11 suffira done que f \ et f' t satisfassent a cette equation pour que 
les droites {z'f) et ( z t ) coincident. Autrement dit : 

Si f t et f., sont lies par la relation 

^ r\cj\ — S 1 P 1 mi/i -h n\ t'<i <] ■> — StPi m-tft n% 

rn l q 1 —n i p i r\J\ 4 - n t p% s 2 

les clroites (z { ) et ( z 2 ) coincident. 

Ainsi done, les systemes (s ( ) et (s 2 ) seront constitues par les 
memes droites (tangentes a une certaine conique) affectees de cotes 
differentes. II n’y aura evidemment, pour eviter toute confusion, 
qu’a distinguer les cotes *se referant a Fun ou a F autre systeme au 
moyen d’un signe quelconque (indice, accent, tiret, trait de cou- 
leur, etc.). Il arrivera d’ailleurs sou vent que la portion utile de 
chaque systeme ne comprendra pas les memes droites. On aura des 
lors affaire a deux groupes distincts de tangentes a une meme conique 
et il sera superflu d'afFecter leurs cotes de signes particulars. 


43. Transformation homograpliique d’un nomogramme a 
droites concourcintes . — Les lignes, droites ou courbes, qui, par 
leur concours, constituent un nomogramme, peuvent evidemment 
etre soumises a une transformation ponctuelle- quelconque, pourcu 
que leurs cotes se conservent. 

En particular, la transformation liomographique la plus generate, 
avec laquelle toute droite donne une droite, sera applicable a tout 
nomogramme a droites concourantes. 

Pour obtenir Fexpression analytique de cette transformation, il 
suffit de multiplier Fequation mise sous la forme 


(E) 

par le determinant 


f\ g 1 h\ 

ft gi hi 
fz gz hz 


— o 


D = 


X [1 v 

X' <x' v' 

X" > 1 " v" 


ou les lettres X, p, v, X', p', . . . , v" designent des nombres quelconques, 
mais tels que D soil different de zero. 

La regie bien connue de la multiplication des determinants montre 
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que l’equation s’ecrira alors 

X/t + P-gi 4- v hx Vf i 4 - p gi 4 - v' hx X"/i H- [J " gi 4- y" h\ 

X -+- [-*• g% -4- V /l% X , ^2 4“ [A 7 g 2 “ 4 v ' h 2 4~ [A ^2 4“ V /? 2 =0. 

Xy*3+ [J-gs 4 - v/?3 )/ / 3 — fj/^'3-h v'A 3 X'j^ 4 - [A ^'3-+- V*A, 

Elle sera, par suite, representable par les trois systemes de droites 

( z i ) X ( X/i 4“ [A o' 1 -+- V /l J ) -h JK ( X ^/'l 4~ p/ ^ 1 + V f /a 1 ) 4 - -f- \J.' r gi -4- v" hi— O , 

( ^2 ) 'A’ ( XjXj ■+“ [A ^2 4- V /l 2 ) 4“ y ( X'/ 2 4— [J-' g 2 4- '/ /i 2 ) 4- X^jAj 4~ [A ff ,^2 4~ 2 ' h% = O, 

( 4s ) VC ( X/3 4 - [A ^3 4 - v /t 3 ) 4 - JK ( “4“ 'j.' g 3 -4 '/ h 3 ) 4- X y 3 4- [A ff t ^3 4 - y" h 3 = O. 

Ainsi les nombres A, ;a, . . . , v" etant astreints a la seule condition 
que leur determinant D soit different de zero, les trois dernieres 
equations ecrites definissent un nomo gramme d droites concou- 
rantes pouvant servir a representer V equation (E) ci-dessus. 

On pent d’ailleurs prendre pour fonctions /), g {1 . . ., /i 3 celles 
qui correspondent a un quelconque des nomogrammes a droites 
concourantes de l’equation proposee. Lors done qu’on aura reussi a 
former l’un de ceux-ci, on aura du meme coup obtenu tous les autres, 
pouvant s’en deduire homographiquement, avec conservation des 
memes axes de coordonnees. 

Exemples : i° La premiere variante du second type d’abaque de multipli- 
cation (Jig. 23) est constitute par les droites 


Z iX — IOy = o, 

OC Z 2 :=: O , 

107 — ^3=0, 

qui conduisent, pour 1’equation 

Z\.Z%- — Z 3 = O 

de la multiplication, a la forme 

z 1 — 10 o 

1 o z 2 — 0 . 

o 10—^3 
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d’ou les equations 

z x x (Zi — \0)y = o, 
x -+- y — z. 2 = o, 
\oy — s 3 =o, 


qui definissent precisement la seconde variante {Jig. 23 bis). 

Une simple permutation des colonnes du premier determinant le trans- 
forme en 

I — io o i I 


O — Z 2 ^1 


= o, 


IO — z 3 o 


d’ou les equations 


— io x -+- Zi = o, 


l — O, 


\ojc — z^y — o, 


qui definissent un abaque du troisieme type {Jig. 28). 


2 0 Un. abaque de l’equation 


/1-+-/2 — fi 


etant constitue par les systemes de droites dont les equations sont 


x — fi = o, 

y — f,= o, 

x +y —J 3 = 

on voit que I’equation peut se mettre sous la forme 


1 o — Jl 

or — / 2 
•1-/3 


= o. 


Multipliant ce determinant par 


t 

1 o 

2 



2 

o 0 0 
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nous obtenon's, par la regie ci-dessus rappelee, 



I 

O 

— A 


1 

✓I 

—ft 


2 

2 


1 

v/3 

— A 


2 

2 


qui nous donne les systemes de droites 




X — 


~x A-yf 3 — 1/2= o, 

,r -4 - y y/3 — 2/3 — o. 

Nous retombons ainsi sur les abaques [hexagonaux. Les trois 
droites dont les equations sont ici ecrites, qui font avec Ox respec- 
tivement des angles de 90°, 6o° et 120°, sont, en eflfet, a des distances 
de l’origine egales a j\ , f 2 

44. Quadrilatere limite. — On vient de voir comment, lorsquon 
conserve les mernes axes de coordonnees, l’application du principe 
de riiomographie permet d’engendrer toute une serie de nomogrammes 
a droites concourantes pour une equation donnee. 

On pent, en particulier, se proposer de faire en sorte, par ce moyen, 
que le quadrilatere limit-ant ) la partie utile d’un tel nomograiume 
coincide avec un rectangle qu’on se sera donne d avance. 

Ge quadrilatere ABCD est forme par les droites correspondant aux 
valeurs limites #, et b t , et b> des variables considerees comme 
independantes et z 2 ( 1 ). 

Pour remplacer ce quadrilatere deja construit par le rectangle 
A B C D , il suffit d’effectuer geometriquement la transformation 
homographique de la figure en faisant respectivement correspondre 
aux points A, B, C, D les points A', B', C', D\ Cette construction 
peut etre realisee ainsi qu’il suit (-) : 

(>) 11 arrive trequemment, en pralique, que les valeurs utiles a 3 et 6 3 , entre 
lesquelles reste comprise la variable z 3 , tom bent entre les valeurs limites theoriques 
definies par les cotes des courbes extremes du systeme passant a I’interieur du qua- 
drilatere ABCD. 

O Ce mode de construction tees elegant a ete propose par M. Farid Boulad 
(Association francaise pour L’acancement des Sciences, Congres de Toulouse, 1910? 
p. 35). 
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Les figures § et §' definies par les quadrilateres ABCD et A B C D 
etant homographiques peuvent etre mises dans une position relative 
telle qirelles deviennent homologiques. II suffit de determiner le 
pole et 1’axe de cette homologie. Supposons la position voulue 
realisee ( fig. 44)* Ba droite IJ qui joint les points de rencontre des 



cotes opposes de ABCD, homologues des points a l’infini dans les 
directions des cotes du rectangle A'B'C'D', est la droite limite de § 
(homologue de la droite a Finfini de $')] elle est done parallele a 
l’axe d’homologie xy. Menons par D la parallele MN a IJ, done a xy\ 
son homologue M'N' est aussi parallele a XY et, de plus, on a 


DM' DM 
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egalite qui permet de reperer la droite M'N' par rapport au rec- 
tangle A'B C'D' independamment de sa mise en place. Enfin les 
points 1 et J etant les homologues des points a l’inlini sur A'B' et 
B'G', les droites 01 et OJ, O etant le pole de l’liomologie, sont 
respectivement paralleles a B'M' et B'N', et les triangles OIJ et B'M'N' 
sont semblables. 

De la la construction : one fois les droites IJ et MN tirees, et la 
droite M'N' determinee, sur une figure a part, par rapport a A'B' C D', 
en vertu du reperage qui vient d’etre indique, on construct sur IJ un 
triangle OIJ semblable aB'M'N' (I et M', J et N' etant les couples de 
sommets correspondants), puis, sur le faisceau O(DMN), on place la 
ponctuelle D'M'N' ( ce qui revient a tracer entre OM et ON un seg- 
ment M'N' parallele a MN et de grandeur connue). Cela fixe la mise 
en place du rectangle A'B' C'D'. Les points de rencontre p et v des 
droites homologues BM et B'M' d’une part, BN et B'N' de l’autre, 
determinent ensuite l’axe d’homologie xy. 

La connaissance du pole O et de l’axe xy de l’homologie permet 
alors la rapide transformation de la figure § en 3' . 

On peut aussi se proposer de determiner a priori , par voie ana- 
, lytique, les coefficients des systemes de droites du nomogramme a 
construire, de facon a realiser la condition requise. On procedera 
des lors de la maniere suivante : 

Soient m , , et l \ , m \ , n\ les valeurs prises respectivement 
par les fonctions /,, h t pour z t = a t et z t = b { . De meme 

pour ^ 2 - 

Pour faire en sorte que le quadrilatere limite de l’abaque soit 
forme d une part par les droites 

x — o, x — a, 

de l’autre par les droites 


y — °> y — P, 

il faut disposer des parametres X, p, ..., v", de facon que, pour 
z { = a, et z, = b { , l’equation (z.,) du n° 43 donne les deux premieres, 
et que, pour z 2 = a 2 et z 2 = b 2 l’equation (z 2 ) donne les deux 
dernieres. 
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Gela conduit aux equations de condition 


(0 

(2) 

(3) 

(4) 


( X / 2 -h iJ-m-2 -+-V/2 2 = o, 

) X Vs, — 1— [A OX 2 —1— V Wj O . 

[ A /| — H [A OX i V XX j = O - 

| 1 ( j + |A Wl | “H V Alj ■ — - O , 

^ X" l i -+- [a" nxi -+- v" Aii = o, 

I X W / 2 “t* |A A?A 2 — {— fX% — O, 

( ( X /) -I- JA AAA 7 , V AAj )j + ( A" / j H- Ja" AAl'j -+- v" At, ) = O, 

| ( X 7 / 2 •+■ ;a' m' 2 -+- v' ai' 2 )3 + ( A" /', + JA" ah' 2 v" aa' 2 ) = o. 


De ces huit equations homogenes, il faut tirer des valeurs propor- 
tionnelles pour les neuf parametres A, u, . . . , v". 

Des groupes (i), (a) et (3), on peut tirer respectivement des 
valeurs telles que 

X=Hp, ( u=Kp, v = Lp, 

X' = H'p', [a' = K' p', v'=L'p', 

X" = H"p", «a" = K" p", v"=L"p", 

p, p', p" etant des parametres encore indetermines. Portant ces valeurs 
dans les equations (4), on a des equations de la forme 

Ap -+- B p"= o, 

A'p'-t- B'p" = o, . 

d’ou l’on tire p et p' en fonction de p". Les neuf parametres A, pi, . . . , y" 
se trouvent alors exprimes en fonction de p" seulement, auquel on 
peut attribuer une valeur quelconquc. 


45. Exemple : Fruit interieur des murs de souteneoxent. — Soient ABCD 
(M- 45) la section rectangulaire d’un mur de soutenement calcule en vue 
d’une certaine resistance, MBCN la section trapezoi'dale de meme hauteur et 
de meme resistance. 

Si Ton pose 

BM AP , 

BA Z ’ AD ~ h \ 

et que 1’on represente par p le rapport du poids specifique de la terre 
soutenue a celui de la maconnerie, ces trois quantites sont liees par l’equa- 
tion 

(I— /)(l+2/)) 

3 ~ ’ 


(r-+- / ) /a 2 — /( i -t- p)h 
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qui permet de calculer h lorsque / et p sont donnes. Nous allons faire con- 
naitre le nomogramme qui a ete propose par Massau (!) pour cette equation. 

Remarquons tout d ’a bold que si nous y regardons l , p et h comrae z t , z% 
et z 3 , cette equation rentre dans le type ( 1 ) du n° 42. 



C D H 


Elle est done representable par trois systemes de droites dont les equa- 
tions (z 2 ) et ( z 3 ) du n° 42], que Ton obtient en posant 



l ( I + P) 

... _ (I — 00 -+-2 p) 

sont ici 

tX/ j } 

i -1- l 

3(i + 0 ’ 

(0 

2 ( l- — 1 ) x -t- 

• 3 / (/ - 4 - i)y — / (/ — 1 ) = 0 , 

(P) 

2(2 p -+- \ )x -t- 3 (/>-+- 

0 y — (p -+- 0 (*p -+- 1 ) — 0 , 

(h) 

■4 

hx -by — h- — 0 . 


Ges trois systemes sont du second degre. Les deux premiers, d’apres le 
theoreme demon ti e au n°42. auront pour enveloppe une meme conique. 

Si, en effet, on ecrit les equations (/) et (p) sous la forme 

(/') 3 y — 1) -r l ( -+- 1 ) — xx = 0, 

(P 1 ) xp 9 - — p(\x 3jk — 3) — (aat + oy — 1 ) = o, 

on obtient pour les enveloppes correspondantes 

(3jk -+- 1) 2 + %x(‘xx -+- 3jk — 1 ) = o, 

(4 a? -+- 3 y — 3 ) 2 -+- 8 ( 22 ? -+- 3y — r) = o, 

formes distinctes d’une meme equation, savoir : 

(4^+3 yY — 82 ? h- 6y -t- 1 = o, 

qui represente une parabole it. 

( 1 ) Loc. cit., n° 298. 
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En outre, l’equation ( 3 ) du n °42 montre qu’une droite (/) et une droite(/?) 
coincident lorsqu’on a entre leurs cotes la relation 

p ( l — 1 ) -+- 1 = o. 

Mais ici chacune des variables restant, en pratique, comprise entre o et 1, on 
va voir qu'on se trouve dans le cas signale plus haut oil les groupes utiles de 
tangentes a la parabole tz correspondant respectivement a l et a p sont 
distincts Pun de 1 ’autre. 

Voyons comment on peut construire chacun des systemes (l), (p) et (/<). 

Systeme (l). — Si Ton se reporte a la forme (/') de 1 ’equation de ce sys- 
teme, on voit immediatement que : 

if 

pour l — o, on a la droite x = 0/ 

pour / = zc, » 2.r-+-3 y — 1 = 0, 

c’est-a-dire les droiles AB et AG de la figure 46 C 1 )- Ges droites touchent la 


Fig. 46- 



parabole tc en leurs points de rencontre B et G avec la droite 

3 y + 1 = 0. 

On voit aussi que 

pour l = i, on a la droite y — o ou Ox, 

pour l = — 2, » x -h y — 1 = 0 ou EH. 

( 1 ) Cette figure, aux notations pres, reproduit exactement celle du Memoire de 
Massau (fig. 1 4 * ) qui, d’apres la declaration meme de l’auteur, ne doit etre con- 
sideree que corame propre a faire comprendre la construction du nomogramme qui 
devrait etre etabli sous de plus grandes dimensions. 
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Four trouver I’echelle des points de rencontre du systeme ( /) avec AB, 
menons, suivant la construction indiquee au n H 42 , la parallele OB' a AG, et 
construisons une echelle metrique ayant son point (o) en B' et son point (i) 
en O, puisque la droitc Ox est ici la droite (i). Divisons, par exemple, OB' 
en 10 parties egales. En projetant les points ainsi obtenus a partir de G 
sur OB, nous avons les points de rencontre de cette droite respeclivement 
avec les droites (o, i), (o, 2), . . . , (o, 9) du systeme ( /). 

Pour achever de determiner les droites (/), on pourrait prendre l'echelle 
qu’elles determinent sur AG en projetant a partir de B, comme cela a ete 
indique au n° 42 , une echelle metrique marquee sur 0 x, ayant son point (o) 
en O et son point (1) a la rencontre de Ox et de AC. 

Massau a prefere, pour plus de precision, prendre l’echelle qu’elles deter- 
minent sur la droite EH qui fait partie du systeme, comme on vient dele voir 
pour / = — 2. Pour obtenir cette echelle, il suffit de mener par le point E une 
parallele EF a la droite AC(Z = ao). L’echelle de EH, projetee a partir de G 
sur EF, donnera une echelle metrique. Or les points (o), ou E, et (1), ou H, de 
cette echelle se projettent en E et F. Divisant done le segment EF en 10 parties 
egales et joignant les points ainsi obtenus au point G par des droites, on 
obtient sur EH les points (o, 1), (o, 2), . . ., (o, 9) du systeme (/), qu’il suffit 
des lors de joindre aux points de meme cote de l’echelle deja construite 
sur OB. 

Systeme ( p ). — La forme (/>') de l’equation de ce systeme montre, en 
vertu de la remarque qui termine le n° 42 , que les echelles determinees par 
les droites du systeme sur 1’une quelconque d’entre elles sont toutes 
metriques : 


pour p = 0 , 

on a la droite 2 X 4- 3 y - 

1 = 0 

ou 

AG, 

» P = G 

+ 

<4 

— 1 = 0 

ou 

EH, 

» p = — 

I, » 

X = 0 

ou 

°V, 

» p — — 

L 

-y » 

2 

y = 0 

ou 

Ox. 


Done, apres avoir pris les points de rencontre des deux premieres avec les 
deux dernieres, on n’aura qu’a diviser les segments obtenus sur celles-ci en 
10 parties egales et a joindre les points correspondants pour avoir les droites 
(o, 1), (o, 2), . . ., (o, 9) du systeme (/>). 

Systeme ( h ). — L’equation (h) montre immediatement que la meme 
remarque s’applique au systeme correspondant. Ici : 

pour h = o, on a la droite y — o ou Oic, 

» h = if >' x 4 -y — 1 = 0 ou EH, 

» h = — 1, » x — ^-+-1 = 0 ou EG. 
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Done, en divisant en 10 parties egales le segment de E(i) a G(o), on 
obtient des points des .droites (o, 1), (o, 2), (o, 9). Pour achever de 

determiner celles-ci, il suffit de remarquer que la droite ( A ) coupe 0.r au 
point x — A. 

On voit sur la figure 46 que les droites (A), tracees en traits interrompus, 
font avec les droites (/>) des angles tres petits. Cette disposition est defec- 
tueuse et 1 ’on pourrait chercher a y remedier par Pemploi de l’homographie, 
mais on verra plus loin ( n° 63 ) qu’il y a avantage a combiner celle-ci avec 
un autre genre de transformation. Nous reviendrons done sur la question en 
temps voulu (n° 86 ). 


46. N omo grammes ci cercles concourants » — Puisque, d’apres 
ce qui a ete vu au n° 42, on est libre de choisir, pour definir le nomo- 
gramme d’une equation (E) donnee, deux sur trois des equations (s,), 
(^ 2 ) et (^ 3 ), on pourra, dans certains cas ou Fequation (E) ne ren- 
trera pas dans le type des equations representables par trois systemes 
de droites (n° 43), avoir recours a des cercles cotes. 

Gherchons Fequation la plus generale representable par trois 
systemes de cercles cotes. II faut, pour cela, eliminer x et y entre les 
equations de trois tels systemes, supposes rapportes a des axes rectan- 
gulaires, equations qui peuvent s’ecrire 

01) <pi(^ 2 +y 2 ) *1= O, 

02) ? 2 (^ 2 -+-r 2 ) -+• nfi + ygt-*- hi — O, 

03) © 3 <> 2 H-y 2 ) + xf % -\-ygz->r A 3 = o. 

Si Fon elimine x^-^y- entre ces trois equations prises deux a 
deux, on obtient 


fl ®1 

I ffl ?1 


<pt a, 


X -+- 

y — 


f* ?2 

| ff 2 <?2 


cp 2 hi 

A O* 

Iff* ?2 


¥2 A 2 


X — f— m 

y — 


/< ?3 

1 ^3 ?3 


?3 A 3 

f'A ?3 

• 1 ff 3 ?3 


?3 A 3 


x -4- 

y — 


fl ?t > 

1 ff 1 <?i 


?i Aj 


Si Fon additionne ces equations apres les avoir multiplies respec- 
tivement une premiere fois par g ,, g 2 , gn, et une seconde par f K , 
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/ 2 , f-i, on obtient les suivantes : 


A 

g\ 

©1 


?> 

gi 

A 

A 

g 2 

fs 

x — 


g 2 

A 

A 

g* 

f3 


<?3 

g* 

h 3 

A 

g 1 

?1 


A 


hi 

A 

gi . 

9 s > ■ 

y — 

A 

?2 

hi 

A 

g 3 

?3 


A 

©3 

A 3 


De meme, si l’on multiplie les trois equations donnees respective- 
ment par les determinants 


/* /* 


/3 

^3 


J 1 ^1 

^2 <?■? 3 

> 

/l 

.#1 

1 

/a ^2 


et que l’on en fasse la somrae, on a 


/i .Vi ©i 


A 

g\ 

■Ai 

.A g 2 'fa 

( a? 2 -f- ^ -H 

A 

g 2 

/i 2 

/a £3 ©3 


A 

S3 

A 2 


Si, apres avoir pose 



A 


g i 

g '2 
g3 


hi 
h 2 

h 3 



nous convenons de representer par D^, D^, ce que devient ce 
determinant lorsqu’on j remplace les fy les g L ou les hi par les ©/, 
nous vojons que les trois dernieres equations obtenues peuvent 
s’ecrire 


et 


b h x — D/ = o, 

D h,y — = o 

JK 2 ) D = o. 


Le resultat de Felimination de x et y entre ces trois equations 
s’ecrit immediatement ( 1 ) 

D>-+- D| + D h D = o. 


(') La simplification de calcul ici introduite par rapport a la premiere edition a 
deja ete indiquee dans 0.51 ( n° 54). 
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Telle est, sous forme symetrique, Fequation la plus generalc 
representable par trois systemes de cercles concourants. 

Si Fun des systemes de cercles se reduit a un systeme de droites, 
il suff it d’egaler a zero la fonction o correspondante. 

Dans le cas, notamment, ou deux des systemes de cercles, les 
deux premiers par exemple, deviennent des systemes de droites, on a, 
en faisant cp, = cp 2 = o, Fequation 


©3 [ ( Si h t — gi hi )* -+- ( hifi — hifi )* ] 4- (ft gi — / s gi ) D = o, 


et si le troisieme systeme devient a 
cas © 3 = o, 

A Si ^ 

A Si ^ 
A Si h-i 


son 


= 


tour rectiligne, 


auquel 


ainsi qu’on Fa deja vu au n° 41. 


Exemple : Mar de soutenement pour des terres profilees suivant leur 
talus naturel. — On peut faire des hypotheses particulieres sur les systemes 
de droites et de cercles constituant le nomogramme considere, par exemple, 
dans le cas de deux systemes de droites et d’un systeme de cercles, supposer 
que les cercles sont tangents entre eux en un meme point. Prenant ce point 
comme origine et la normale commune comme axe des x, on voit que cette 
hypothese enlraine g 3 ~ li ;i = o et 1’avant-derniere equation ci-dessus, ou l’on 
peut d’ailleurs faire <p 3 = i, devient 

(Sihi— g 2 h\ y ( hyfi — hif i)* x g % — figi )(gi hi— g^h t ) — o. 

On peut aussi supposer que toutes les droites du systeme (*,) passent 
par I’origine, ce qui revient a faire g^ — i, hi~ o, /, representant alors 
le coefficient angulaire de la droite(z,). L’equation precedente devient alors 

+/! ) “ fi(/\ gi+A) — °. 

Comme exemple d’application nous prendrons Fequation 

kp sin o cos® — £ cos 2 ® = o, 

J 

qui fait connaitre le rapport k de la base a la hauteur d’un mur a section 
jectangulaire soutenant une terre profilee suivant son anele naturel o, le 
rapport du poids specifique de cette terre a celui de la maconnerie etant egal 
a P (*)• 


(') Collignon, Resistance des materiaux, 3 e ed., p. 669. 
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Remplacant sin o et coscp par Ieurs valeurs en fonction de tangcp, on met 
cette equation sous la forme 


ou 


A2 + kp tan g? P 

i -h tang 2 ® 3 ( f -f- tang 2 <p ) 


= o 


k 2 ( i -h tang 2 cp) -+- p ( k tangcp — -) — o. 


On voit, en prenant cp, k et p respectivement pour s 2 et qu'elle 
rentre dans le dernier type ecrit ci-dessus lorsque Ton fait 

/,= tangcp, 

A — — ^ = k i h -i = P h 2 1 

— VP i 

\x etant un module quelconque. 

L’equation est done representable paries trois systemes cotes que definissent 
les equations 

(cp) a?tang<p — y — o, 

(k) — j -f- ky + [xk* — o, 

(/?') a? 2 -f- ^ 2 — \xpx — o. 

On retrouve ainsi un nomogramme auquel nous avions ete conduit naguere 
par une autre voie ( 1 ). 

Les droites (cp) sont faciles a construire puisque ce sont precisement les 
droites passant par 1 ’origine et faisant Tangle © avec Ox. Pratiquement, il 
suffit de faire varier cp de 20° a 5o°. 

De meme, les cercles (p) sont les cercles de rayon tangents en O 

*• ‘i 

a Oy. On fera varier/? de o ,4 a t. 

Les droites (k) forment un systeme du second degre dans lequel la droite 
eotee (oo) est rejetee a Tinfini puisque le coefficient de k 2 est une constante. 
Done, ainsi qu’on l’a vu (Remarque finale du n° 39 ), ces droites determinent 
sur Tune quelconque d’entre elles une eclielle metrique. 

Ghoisissons deux d’entre elles, par exemple celles qui correspondent a k — o 


( l ) Nous avons tenu ici a faire deriver ce nomogramme dc la theorie generale, 
mais on Tobtient plus directement, comrne nous Tavions fait precedemment ( 0 . 4 , 
p. 28) par le simple mode de disjunction indique a la fin du n 0 41 , et qui consiste. 
l’equation ici consideree etant prise sous sa forme primitive, a y poser 

x = \xp cos 2 cp, y — [j .p sincp cosy, 
puis a eliminer successivement p et cp entre les expressions de x et y. 
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et k = — dont les equations sont 

x = o, 

p 

x-^y = 4r- 

Sur ces deux droites les autres donneront des echelles metriques, ce qui 
permettra de les construire tres aisement lorsqu’on aura trace celles qui cor- 
respondent aux valeurs Iimites de A, resultant de celles qui ont ete admises 
pour © et p et qui sont k = 0,2 et k = o, 5 . 



0.3 0,33 O'i 


(A) 

En limitant le nomogramme a sa partie utile, et prenant p = io cm , on obtient 
la figure 4~ (*). A title d’exemple, on voit sur cette figure que, pour cp = 28 ", 
p — o,65, on a k — o,3. 

On peut, comme cela a ete indique dans le premier renvoi du n° 25 pour les 
abaques a radiantes, se dispenser de tracer les droites (©) en conservant seu- 
lement l’echelle qu’elles determinent sur le cercle exterieur auquel on les a 
limitees sur la figure 47 ( 2 ). 

47. Representation dds equations quadratiques par droites et 
cercles concourants ( 3 ). — Soit Inequation generale quadratique 


(’) La partie utile du nomogramme a ete disposee dans ie cadre de la figure, de 
facon que la droite f = 20 ° soit parallele au bord inferieur de ce cadre. L’axe Ox, 
dont l’origine est d’ailleurs confondue avec le point de convergence des droites ( 9 ), 
ferait done un angle de 20 ° avec ce bord inferieur et en dessous de lui. 

( 2 ) On trouvera un exemple ancien de nomogramme a cercles cotes dans ww Me moire 
sur les mines militaires , du capitaine Ricour, insere dans le Memorial de VOjficier 
du Genie ( n° 21, p. 323; i8-3). 

( 3 ) Extrait de 0.29 ou il est demontre, en outre, que la I’epresentation des equa- 
tions quadratiques par systemes de cercles concourants ne saurait revetir un carac- 
tere de plus grande generalile. 
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1 1 4 


en 


Z { , S 2 , 


^3 


(Q) 


\ AyZ'l -+- A 2 s| -H A 3 ^| -+- 261^2^3+ 2 B 2 ^ 3 -l -t- 2 B 3 Z j Z ‘2 
I —1— 2 G [ Z | — 1— 2 G 2 Z 2 — f— 2 G3 5 ;j t D — o. 


Faisant correspondre a z, et z 2 respectivenient les systemes de 
droites 

(*■1) m v x -f- n, y -f- = o, 

( -Sj ) X -+- /?2 y •+" ^ 2 — 0 ; 

eliminons et z 2 e litre les equations (z t ), (z 2 ) et (Q), et vojons 
s’il est possible de determiner, pour les coefficients des deux premieres, 
des valeurs reelles , telles que l’equation quadratique en x et r resul- 
tante represente un cercle. 

Si l’on tire£< et z 2 des equations (3,) et (_s 2 ) ci-dessus pour les 
porter dans l’equation (Q), on obtient, en egalant entre eux les coef- 
ficients des termes ena ? 2 et y- de l’equation obtenue, et annulant celui 
du terme en xy, les equations 

V | f)i j — f*- A 2 /n| — {— 2 F>:j 01 1 /Hn — z Aj 11 1 — A 2 a| — 1— 2B0 

A j 7)1 1 71 1 — i— A 2 77\ 2 71 -y ~~ f~ B;) ( 771 \ 71 2 — r~ 777 2 77 j J — O. 

De la seconde, on tire 

A ( 777 \ -f- B3 771 9 
7 l-i— — 71 1-7— 5 — • 

A 2 ^2 A - A 3 3 i j 


Portant, dans la precedente, on trouve, apres reduction, 


«• 


( A 2 lt >2 -h B;J 771 x ) 2 


A, \ 2 


B| 


Le numerateur de cette fraction etant posit if, on voit que la realite 
de n h exige 

A t A 2 — B| > o. 


Conime on peut permuter entre eux les indices affectes aux trois 
variables, on voit que la condition de realite peut s’exprimer ainsi : 
Si, dans V equation (O), les variables 3,, z 2 et sont consi- 
derees comme les coordonnees cour antes d’un point de Vespace, 
il faut que la section , par lain des plans de coordonnees , de la 
quadrique defmie par cette equation soit du genre elliptique ( 1 ). 


( l ) Ce resultat comporte ^interpretation .geometrique fort simple que voici, et 
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Supposant la condition remplie, on a 


•et, de me me 


«i = 


A. 2 1 1 1 2 ~ m l 
V /A , A 2 — B§ ’ 


n 2 = 


A \ m \ — h B3 jh 2 

Va 1 a 2 — bF # 


Le choix de m ( et m 2 est libre, a cette senle reserve pres qu’on ne 
saurait prendre a la fois m y — m 2 — o, parce qiralors, n y et n 2 etant 
nuls aussi, les deux faisceaux de droites (z y ) et (^ 2 ) seraient tout 
-entiers rejetes a l’infini. 

Des lors, m { et m 2 etant quelconques mais non nuls a la fois , 
n y et n 2 ayant les valeurs ci-dessus, et Finegalite de condition etant 
satisfaite, on pourra representer Fequation (Q) au moyen d’un nomo- 
gramme constitue par les systemes de droites 


(~i) 

(^2) 


Ail y -t- -Si = o, 
m 2 x -+- aa 2 v 4- £2 = ° 5 


et le sy steme de cercles 

I 


'( ^3 ) 


I 


( x* 4- k 2 ) ( A 1 m | 4- 2 B 3 m 1 aaa 2 4 - A 2 aaa f ) 

2 [ ( B 1 AAA 2 H“ B 2 A/A j ) - 3 ;{ -+- Gi 1)1 \ -+- C 2 AAA j ] X 

— '2 f ( Bj 11) — 1 — B 2 D\ ) £3 4— Cj AAi 4~ C 2 11-2 | V 

4“ A 3 5 3 2(j 3^3;}4 — B rrz O, 


cercles ay ant leurs centres en ligne droite, et dont lenveloppe est 
une conique. 


■48. J\ omo grammes polaires. — Un nomogramme quelconque 
pourrait evidemment etre obtenu a Faide d un systeme quelconque 
de coordonnees ponctuelles; il n’y a la qu’une question de plus ou 
moins de commodile; avec M. G. Pesci, nous appellerons nomo- 
grammes polaires ceux qui sont le plus commodement definis au 


■qui nous a ete communiquee par Duporcq : si. par exemple, Je plan 5 S = o donne 
une section elliptique, eonsiderons le cylindre ayant cette section pour base et ses 
generatrices paralleles a O z x . Soit P un plan de section circulate de ce cylindre. 
Le nomogramme n’est autre que la projection cylindrique, parallelement & Of,, de 
la quadvique sur le plan P. La conique enveloppe est le contour apparent de la 
qua<Trique. 
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moycn des coordonnees polaires 

P — w — [-*-2-321 

de meme que nous avons appele plus haul abciques carlesiens ceux 
qui ont, ete definis au moyen des coordonnees cartesiennes 

- x — litz-i, y — (j . 2 z.,. 

Soil done une equation 

F 123 ( -3 1 5 -3-2 1 z '-i ) = O', 

que l’on represente, en posant 

(*t) p — [-*-i z \ i 

(«a) u> = [-*-‘> 32 , 

ce qui donne 

/ \ T , / 0 (O \ 

( Z Z) r ,33 Z 3 ) = O. 

\ [ J -l P-2 / 

Les lignes cotees (5, ) et (s 2 ) sont respectivement des cercles ay ant 
leur centre a Forigine et des droites passant par cette origine. 

Supposons que sur une droite D pivotant sans glisser autour de 
cette origine nous portions Fechelle definie par Fequation ) 
{fig. 48 ) et que sur une ligne quelconque, de preference un cercle 



x 


ay ant son centre a Forigine, nous marquions ses points de rencontre 
avec les droites (z 2 )j munis des cotes correspondantes. D es lors, 
lorsque nous amenerons la droite D a passer par le point (z 2 ) de la 
ligne L, cette droite D se confondra avec la droite (z 2 ). Comme, 
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ci’autre part, dans le mouvement de pivotement de cette droite, son 
point (^t) decrit le cercle (^1), on voit que ce point (z t ) sera venu 
a la rencontre de la droite (^o) et du cercle (s, ), c’est-a-dire au point 
meme par on passe la courbe (z 3 ) dont on doit prendre la cote. 

De la ce mode d’emploi : La droite D etant amenee a passer par 
le point (z 2 ) de la ligne L, on lit la cote z 3 de la courbe sur laquelle 
lombe le point (z \ ) de cette droite D. 

Le nomogramme permet evidemment de determiner Tune quel- 
conque des trois variables quand on se donne les deiix autres. 

Comme exemple d’un tel genre de nomogramme propose par M. G. Pesci, 
nous emprunterons a cet auteur le suivant : 

Soit a representer l’equation 

. cos S3 

COS(S 3 — s 2 )= > 

z l 

qui se rencontre dans un probleme de Navigation (*). Si I’on pose 

(*1) P = f**i, 

z ~i) to = z 2 , 

on a 

(-3) p cost s 3 — to) = p. COSS3, , 

i 

equation qui represente une droite coupant 1’axe polaire a la distance pi de 

l’origine et faisant avec cet axe un angle egal a s 3 — — • 

On obtient ainsi le nomogramme represente par la figure 49 sur laquelle 
l’axe polaire a ete place dans la direction dite verticale. 

La ligne L est ici le cercle ABC. La droite pivotante est representee en OP, 
la graduation des droites issues du point O r de Paxe polaire est inscrite a leur 
rencontre avec un cercle DEF de centre O. 

On a figure en pointille la position de la droite pivotante pour s 3 = i35 
ct s 1 = 2; le nomogramme donne s 2 == 'i[\ . 

Remarque. — II va sans dire que le meine artifice sera encore applicable 
tant que les lignes cotees (s x ) et (s 2 ) seront des cercles de centre O et des 
droites issues de O, c’est-a-dire lorsque p et to seront pris egaux a des fonc- 


(') G’ Pesci, Sui metodi per cambiare it rilevamento , dans la Rivista marit 

tima (mars 1897). La formule ici envisagee est la formule ( 7) de ce Memoire, dans 

laquelle on a fait k — z„ 9 = z 3 , 6 H- ^ = z 3 . 
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REPRESENTATION PAR LIGNES concourantes 
DANS LE CAS DE PLUS PE TROIS VARIABLES. 


I. — Systemes ramifies. Echelles multiples. 

49. Equations a quatre variables. Lignes condensers d deux 
cotes. — Essayons d’abord de proceder comme nous l.’avons fait an 
n° 16 d ans le cas de trois variables : soil Pequation 

(0 El23i =f= °. 

Donnons a l’une des variables, z. t par exemple, une valeur deter- 
minee. Nous avons alors une equation entre les trois variables z { , z<, 
et z 3 , que nous pouvons representer, ainsi que cela a ete indique au 
Ghapitre precedent, au moyen de trois faisceaux (s,)> (s 2 ) 7 (s 3 ) de 
lignes concourantes, parmi lesquels il nous est loisible d en choisir 
deux arbitrairement ( n° 40); ces deux systemes formeront d ailleurs, 
le plus ordinairement, un quadrillage metrique ( n° 16 ) ou non (n° 23), 
oriente parallelement aux axes. 

Lorsque nous passerons a une autre valeur de s.,, les svstemes ( 5 ,) 
et (z - 2 ) etant toujours choisis de nieme, seul le systeme (z 3 ) sera 
modifie. Or, il ne sera pas possible de faire ligurer plusieurs sys- 
temes (w 3 ) sur le meme reseau (s f , s 2 ). La coexistence de deux tels 
systemes (z s ) conduirait deja a une confusion a peu pres inextricable. 
A fortiori , lorsqu’il s’agirait d’un plus grand nombre de systemes (z 3 ). 
De la, la seule ressource, pour representer l’equation a quatre variables 
de recourir a une collection de nomogrammes a trois systemes (^ ( ), 
(z.>), (z 3 ) de lignes concourantes, distingues chacun par une valeur 
de s 5 , et constituant, par consequent, une sorte d’atlas dont les feuillets 
seraient numerotes au moyen des valeurs successives de z, t . 

On se trouve, en somme, ici en face du meme obstacle auquel se 
heurtent les tables numeriques a plus de deux entrees. 

Inutile d'insister sur le peu de commodite pratique d’une telle solu- 
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lion rendant penible la determination de prise pour inconnue (par 
la recherche du feuillet sue lequel les lignes correspondant aux valours 
donnees de z 2 et z% concourent en un meme point), et ne pouvant 
absolument pas se preter aux interpolations a vue entre les valeurs 
successives de z k . 

Quant a l’introduction d une einquieme variable (et, a fortiori, 
d un plus grand nombre), il n’y a meme pas, par ce procede, a y 
songer. 

On pourra toutefois se tirer d’affaire, en certains eas, et recourir a 
une representation sur feuille unique, lorsque se produira la circons- 
tance que voici : supposons que la variation de z, t ait simplement 
pour ef) 'et de faire varier les cotes du systems {zf sans modifier 
le trace cles lignes constituent ce systeme. 

Dans de telles conditions, chacune de ces lignes corresponds, en 
realite, a une infinite de couples de valeurs de ^ 3 et z 4 ; nous dirons 
que c’est une ligne condensee pour cet ensemble de couples (s ;! , 
^4 ) ; toute la question sera d’individualiser, par un procede graphique, 
dans ce systeme de lignes condensees (qui, au point de vue geome- 
trique, est simplement infini), la ligne correspondant a un couple 
(^ 3 , z, t ) donne. 

Or, rien n’est plus aise. Si nous representons par £ le parametre, 
d’ailleurs quelconque, au moven duquel nous pourrons individualiser 
geometriquement les lignes de ce sjsteme condense, nous vojons 
que £ sera une certaine fonction de ^ 3 et ; il nous suffira de repre- 
senter, selon ce qui a ete vu au Chapitre precedent, l’equation par 
laquelle 'C se trouve lie a s 3 et Des lors, a chaque ligne con- 
densee (C) eorrespondront tous les couples (z 3 , zf de cotes consti- 
tutes par les cotes des lignes (^ 3 ) et {zf se coupant deux a deux sur 
cette ligne (‘Q {fig. do). 

En remplacant, dans chacun des types a trois variables du Chapitre 
precedent, le systeme (fs 3 ) par un systeme (£) qui lui soit geometri- 
quement identique mais pourvu de deux cotes (^ 3 , sQ, on a la repre- 
sentation d’une equation a quatre variables. 

Quel est le caractere analytique d’une telle equation? 11 est facile 
de le reconnaitre. 

Le concours des lignes (^,), (z 2 ) et (^) etant representatif d’une 
certaine equation 


j ( ^2; C) = °> 
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et de meme celui des lignes (s 3 ), (*,) et (£), d’une autre equation, 

0 = °> 


Fig. 5o. 



l’accouplement de ces deux nomogrammes par un sjstenie (C) 
eommun ( 1 ) equivaut a la representation de l’equation provenant de 
l’elimination de £ entre les deux precedentes. Ainsi, l’equation a 
quatre variables donnee devra apparaitre comrae le resultat de l’eli- 
mination d’une variable auxiliaire £ entre deux equations contenant 
chacune, avec cette variable, deux des variables donnees, et z 2 
d une part, et de 1 autre. Quancl il en sera ainsi nous dirons 
que 1 equation donnee est dissociable , et la formation des deux equa- 
tions auxiliaires en £ portera le nom de dissociation. 

Si 1 on suppose les valeurs de £ tirees de ces equations auxiliaires, 
sous la forme 

C=/i* et ? = 

on voit que l’equation resultante pourra s’ecrire 

/l2=^3i. 

Aucune equation a quatre. variables, non dissociable, lie sera repre- 
sentable par lignes concourantes ; et il convient de bien remarquer que, 
sous le rapport nomographique, c’est, en realite, un ensemble' de 
deux equations a trois variables qui se trouve ainsi represente. 

Or, il existe, dans les applications, de nombreuses equations a 


(') Il est clair qu'il est superflu de coter les lignes de ce systeme (t) qui ne 
servent qu'a etablir un lien graphique enlre l’ensemble des syslemes (z L ) et (z 2 ) 
et celui des systemes (z 3 ) et (z i ). 
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q ua Ire variables que Fon a a representer et qui ne sont pas ainsi 
dissociables ( 1 ). Nous le disons des maintenant pour faire pressentir 
l’interet dautres modes de representation que nous etudierons plus 
tard (-) et qui echappent a cette sujetion. Pour le moment, conten- 
tons-nous d’etudier plus a fond ee mode generalise d’ utilisation des 
lignes eoncourantes. 

Remarque. — Si Fon coupe les lignes (£) par une ligne L quel- 
conque, chacun des points d intersection pourra etre considere comme 
aff’ecte de tons les couples de cotes definis pour la ligne £ correspon- 
dante, par le concours de deux lignes (^ 3 ) et (s 4 ) sur cette ligne 
On a ainsi la notion des points condenses ci deux cotes situes sur la 
licne L. 

f 

50. Echelles binaires. — Les cysteines de lignes condensees a 
deux cotes les plus frequents sont ceux qui sont constitues par des 
droites paralleles. Considerons un tel systeme (A) ( fig. 5i) et rap- 
portons-le a deux axes rectangulaires. Fun Ox perpendiculaire, 
Fautre Oy parallele a sa direction. 

Rapportecs a ces deux axes, les courbes ( 5 . 1 ) et (s 2 ) du reseau out 
des equations telles que 

(f) J, Si ) = O, 

(2 ) fdx. y, z,) = o, 


(*) Si Ton fait usage de la notation simplifier pour le jacobien de deux 

f ) ( z n z i) 

fonctions_/ et g des variables independantes z x et z v dont 1 ’expression est 

<)f dg 
dz , 

Of dg 
. dz- 2 Oz., 

la condition, trouvee par M. Goursat {Bull, de la Soc. math, de France , t. XXVII, 
p. 27 ) pour que l’equalion a quatre variables F = 0 puisse etre mise sous la 
forme f l2 — g M est que Ton ait identiquement 



( 2 ) Voir notamment n° 101. 
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et Fequation de la droite A passant par le point de rencontre de ces 
couches, obtenue par elimination de y entre (i) et ( 2 ), sera 

(3) x — j\ > . 

Ainsi le systemc (A) donne sur Ox les valeurs de la fonction /, 2 . 
Pour cette raison, Fensemble qui vient d’etre delini pent etre clil 

Fig. 5 1 . 



Yechelle binaire de la fonction /, 2 le long de Ox, suivant la ler- 
minologie de M. Lallemand ( 1 ). 

Reeiproquement, etanl donnee la fonction f ri , on peut se pro- 
poser de construire pour elle une eehelle binaire. 11 suf(ira pour ceia 
de se dormer une des deux premieres equations, ( 1 ) par exemple. 
L’equation ( 2 ) resultera alors de I’eliminalion de .z t entre ( 1 ) et (3). 
On reeonnait la tin eas partieulier du prineipe du n° 40. 

11 va sans dire quc, dans ehaque eas partieulier, la fonction /, 2 
elant donnee, on ehoisira I’equation ( 1 ) en vue de la plus grande 
simplicity de construction possible. On sattacbera notanimeut, 
ehaque fois que faire se pourra, a 11 ’avoir a tracer que des droites. 
Si, par exemple, la fonction f ri est de la forme 

/is— gifft + 

on prendra pour equation (3) 

(3i 


(') M. Lallemand qui, dans son Memoiie autographic sur les abaques hexago- 
naux, semble avoir, pour la premiere fois, fait un usage systematique des echelles 
binaires, declare, dans la Note prelirninaire de ee Mcmoire ( p. 7 ), etre redevable 
de leur idee premiere a M. Prevot, alors chef de bureau et maintenant ingenieur au 
Service du Nivellement general de la France. 
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1 2 4 

p. etant un module quelconque, puis pour equation ( 1 ) 

y\=\±'g\, 

p etant un autre module, parce qu’alors l’equation ( 2 ) sera 
qui represente des droites. 

Remarque I. — Les paralleles A pourront, dans tous les eas, etre 
tracees equidistantes, mais on aura aussi la possibilite de les rem- 
placer, ainsi que cela a deja ete vu au n° 13, par un index mobile 
maintenu dans une direction parallele a la leur. Dans ce eas, e’est 
F ensemble des courbes (z { ) et (z 2 ) qui sera dit VecheUe binaire de 
la fonction f VI le long de Ox. 

Remarque II. — On peut, pour la plus grande commodite du 
dessin, deplacer conime on veut l’echelle binaire dans la direction 
des droites A puisque, dans un tel deplacement, les points du reseau 
qui sont primitivement sur une certaine droite A ne cessent pas de 
s’y trouver. 

Remarque III. — L’echelle binaire (z t ,z 2 ) etant accolee a 
Faxe Ox , les points de cet axe peuvent etre consideres comme 
des points condenses a deux cotes z { et z 2 , les couples de cotes de 
chacun d’eux etant ceux afferents a la parallele a Oy passant en ee 
point. 

Remarque IV. — Le plus souvent, l’echelle binaire de la fonc- 
tion /', 2 accolee a Ox, 

x — :Vi2, 

sera constitute par des paralleles a cet axe, cotees au moyen des 
valeurs de 

( - 1 ) y — v-' z i 

et par les courbes (zo) dont l’equation est 

Supposons que les necessites de l’application pratique que l’on a 
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en vue exigent que ces courbes soient construites jusqu’a la paral- 
lele PQ a Ox {fig'- 5a) correspondant a la valeur limite de z, (cole 
du point B). 

Fig. 52. 



Puisqu’on est libre de deplacer tine echelle binaire dans le sens 
perpendiculaire a O x {Rem. //), on pourra, par exemple, en cou- 
pant Fechelle le long de Fliorizontale du point A, milieu de OB, 
amener la partie superieure de Fechelle a se superposer, par une 
translation parallele a Or, a la partie inferieure. Dans ce deplace- 
ment, la portion du systeme (z --> ) comprise a Finterieur de MNPQ 
vient en M'N'P'Q' et les liorizontales comprises entre A et B viennent 
coincicler respectivement avec celles qui se trouvent entre O et A. 
Seulement, comme elles conservent leurs cotes, chacune des hori- 
zontales de O a A presentera, sur Feclielle binaire definitive, deux 
cotes distinctes, Fune se referant aux points situes a Finterieur de 
ORMN, Fautre aux points situes a Finterieur de M'N'P'Q'. 

L’exemple donne plus loin (n° 51, 2 °) eclaircira ce point. G’est 
cFailleurs a cet exemple, du a M. Chancel, que nous avons emprunte 
Fartifice qui vient d’etre indique. 

51. Representation cV equations a quatre variables par echelles 
binaires accolees. — - En reprenant chacun des modes de represen- 
tation etudies dans les Chapitres precedents et j remplacant les ele- 
ments, points ou lignes, a une cote qui j interviennent par des ele- 
ments de meme nature, mais condenses a deux cotes, on obtient de 
nouvea ux modes de representation pour lesquels le nombre des 
variables est double. 

Par exemple, les echelles accolees (n° 9), lorsqu’on les suppose 
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binaires, tournissent le type reprcsonte par la figure 53, ou 1 < * s deux 
echellcs binaires, accolees par faxe Oy, onl etc eearlees J une de 
bail Ire dans le sens perp<»ndiculaire a eel axe ( 1 ). 


Fig. 53. 



On voit ini medialemenl que le meme type d’abaquc serait obtenu 
si Ton parlail de eelui des abaques earLesiens a trois variables (n° 16) 
el que bon v nuinil les parallel.es a Ox de deux coles an mo yen dime 
echelie binaire. 

Lechelle binaire de gauche donnant 

y =*' /n 

et celle de droile 

y - ■ ^ 


( ! ) Bien des iiutenrs out, independamment les mis des autres, eu recours a I’emploi 
d’echelles binaires accolres en vne duplications particul ieres. Cet emploi se trouve 
indique, sons sa forme generale, dans le travail de M. LaUemand stir les abaques 
hexagonaux ou cet auteur le presente comme derivant. de oe qu’il appelle le principe 
de (’elimination graph ique et qui consisle a relief deux aba<|ues a trois variables 
par an systeme com man de courbes cotees. 

Dans la declaration deja citee (renvoi du n° 50) de la .Note prelim in a ire de son 
Memoire, il fait savoir que c'esl M. Renard, agent du Service du Nivellement 
general de la France, qui lui en a suggere 1’idee. Celle-ci avail d’ailleurs ete ante- 
rieuremenl rmise, et sous one forme plus general e, jiar Massau, dans son Memoire 
deja plusieur s f*>is cite Sur V integration grapliique (Livre III, Chap. 111. § I, n° 183). 
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on voit que l’equation representee est de la forme 

f\t = £ • 

C’est, comine on l a vu au n°49, le type le plus general dequation 
a quatre variables representable par lignes concourantes. 

Le mode d’emploi d un tel abaque est fort simple. Si, par exemple, 
connaissant s,, z 2 et j 3 , on veut avoir 5 4 , on n’a qu a suivre l’hori- 
zontale passant par le point de rencontre de la verticale z, et de la 
courbe z> jusqu’a la verticale z 3 . La courbe passant par ce nouveau 
point a pour cote z,,. 

Examples (*) : i° Annuites. — Si I’on represerite par 
A le montant d’un emprunt, 
n la duree en annees de l’amortissement, 
t le taux de l’interet, 
a le montant de 1’annuite, 


on a 


a 

A 


t 

i oo 
i -h 


i 


JOO 


Cette equation est representable par l’accolement, le long de O.r par 
exemple, de deux echelles binaires faisant correspondre l’une et l’autre a 
la valeur commune £ des deux membres de l’equation les droites 


x 




et constitutes, l’une par les drojtes cotees 
( a ) y — n'a, 

(A) 

l’autre par les lignes cotees 

(n) 

(0 I i *+■ 


y = 
y 

t \y 


] OO 


A x -- , 


\x n, 

/ x 


/ X 

( x-£L ) ’ 

* OO / 


p, p' et p" etant des modules quelconques. 


(’) On trouvera d autres exemples pratiques dans l’interessant travail de M. Duplaix 
intitule : Abaques des efforts tranchants et des moments de flexion developpes 
dans les poutres d line travee par les surcharges clu Reglement clu 29 aoiit 1891 
pour les pouts metalliques (Paris, Carre et Naud; 1899). 




Le nomogramme ainsi ohtenu (*), qui a ete construit par M. Prevot, est 
represente par la figure 54. 


( 1 ) Pour do mier le degre d'approximation requis par les calculs de banque, ce 
nomogramme devrait etre construit sous des dimensions qui rendraient son emploi 
impraticable. Tel quel, il permet d'obtenir un resultat approche pouvant etre utile 
lorsqu on veut se laire line premiere idee d’une operation projetee. 
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Le mode d’emploi est rappele par le croquis place dans Tangle superieur de 
droite. 

La formule de la premiere echelle binaire 


montre que les abscisses font connaitre dans chaque cas Tannuite oq = — 

pour un emprunt de i franc. La graduation correspondante a ete inscrite a la 
partie inferieure du nomogramme. 

2° Formule de jauge de l 'Union des Yachts franeais. — Cette formule 
est 



( Lp - f) /; 


oil T represente le tonnage de course, 
p le perimetre, 

L la longueur de (lottaison, 
s la surface de voijure. 

Elle peut s’ecrire 

< El 

1 3 T _ 3 
/s ~~ ' 10 

On voit des lors qu’elle pourra etre representee par I’accolement, le long 
de Ox , des ecbelles binaires defmies par 

r P- 

i 3 T Lp /, 

x — u. — — et x = ix — , 

y/s IO 

[x etant un module quelconque. 

Si Ton represente par >x' et \x d’autres modules, la premiere sera consti- 
tute par les droites cotees 

( T ) r=T T > 0) 

la seconde par 

O') r = i" l, ( p ) 

Ce dernier systeme de droites cotees du second degre rentre dans un type 
precedemment etudie (n° 39). 


y — x 


;x' y/ s 


-y 5 

i 3 jx 


30 P p 1 

10 - = Sr- S 


U 


l X 


OCAONE 


9 
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Le nomogramme eorrespondant, construit par M. Chancel ( 1 ) avecles modules 
jjl = f = 6““”. >.5. a" = 9, |jl = I2 mm , 5, 

et que reproduit la figure 55 , presente plusieurs particularity int6ressantes. 

Les deux, echelles binaires out ete accolees.de facon que le point ode 
f echelle (T) corresponde au point 16 de l’echelle (L). 

En outre, les droites paralleles a Ox correspondantes n’ont ete tracees 
qu’a des intervalles assez grands pour ne pas embrouiller la figure. Aux 
paralleles non tracees, on a substitue, ainsi que cela a ete indique d’une 
maniere generale au n° 14 , un transparent portant d’une part des paralleles 
que I on fait glisser sur celles du nomogramme, de l’autre un axe perpendi- 
eulaire a leur direction et portant les graduations ^T)et (L). * 

L’emploi du nomogramme peut alors s’enoncer ainsi : le bord inf erieur du 
transparent etant, applique sur le bord inferieur du cadre, on fait 
glisser ce transparent jusqird ce que le point cote L de son echelle 
mobile se trouve sur la droite cotee p. La cote du point de V echelle 
mobile qui se trouve alors sur la droite cotee s fait connaitre le ton- 
nage T. 

Sur la figure 55, on a dessine la position de I’echelle mobile pour l’exemple 
numerique 

L = 12® 8o, p — i 3 m , 8 o, s — 2Jo ni °'. 

Cette position est definie par la condition que le point L mi 12 ,8 se trouve 
sur la droite p = i 3 , 8 . On voit que la droite s = 210, qui appartient an fais- 
ceau (s) inferieur, passe alors par le point 

T = 1 4 ? 4 , 

dont la cote est la valeur du tonnage cherche. 

D’autre part, le perimetre p variant dans le meme sens que la longueur L, 
on a limite chaque droite (p) a la portion qui correspond aux valeurs de L 
qui peuvent lui etre jointes. C’est la ce qui produit ces sortes de gradins qu’on 
observe sur la figure 55 . 

L’echelle binaire (s, T) a ete fraction nee (Remarque IV du n° 50 ) a la ligne 
T —16, la seconde partie du systeme (5) etant remontee a la ligne T =0. Si 
done on a affaire a un point d’une ligne (5), pris dans le faisceau superieur, 
i’horizontale T passant en ce point a pour cote la valeur de T, lue sur 
l’echelle- de droite, ciugmentee de 16. 

Enfin, la forme de l’equation representee montre qu’on peut appliquer le 
principe des multiplicateurs correspondants (n° 20) en posant 

L'= Xj L, p s=X i p 7 5' T' = XfA 2 T. 


( 1 ) Etude et graphique de la for mule de jauge de l 'Union des Yac/i ts j rancais 
Grenoble; 1894. 
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Nous avons ainsi 

L'— i),^, // = 1 4 , 86, s ' =. 340* 


L’horizontale 17= 10,24 rencontre la droite /?' ™ 1 4 ,86 en un point dont la 
verticale coupe la droite s' = 34o du faisceau superieur sur 1’horizontale 
T'= 8,3. On doit done, d’apres ce qui vient d’etre vu, et puisqu’on se trouve 
ici dans le faisceau superieur, ajouter 16 a la valeur lue et prendre 


Done 


T'= 24,3. 
‘■>4,3 , , 


3° Resolution des triangles rectilignes dont un angle au moins est 
connu. — Si a 1? z 2 , a 3 representent les angles d’un triangle quelconque, y*, 
y 2 , y 3 les cotes opposes, on peut resoudre tous les cas pour lesquels un 
angle figure parmi les elements connus au moyen de la formule facile a 
demon t re r 


(1) 


tang 




i’ 2 " 


|3 


tang 




32+ 73 


dans laquelle on prendra toujours pour y 2 le plus grand des cotes don lies, 
lorsqu’on lui adjoint 

( 2 ) ai + a 2 +(z 3 =7i/ 


Les quatre cas a considerer peuvent se resumer ainsi 

Donnees. 


Premier cas a, B, G 

Deuxieme cas b, B, G 

Troisieme cas.. a , 6, G 

Quatrieme cas a, b, A 


Inconnues. 

A, b, c 
A, a, c 

A, B, c 

B, C, c 


Les formules precedentes permettent de les resoudre, grace aux identifica- 
tions suivantes : 


I er 

cas : 

Pour 

a t =B, 

7 2 = G . 


( 2 ) 

don ue 

7 3 s- 

A. 



» 

a 2 = B . 

C, 

y 3 =«. 

( 1 ) 

» 

Y* 38 

b f 



» 

7 2 ss C. 

ot 1 == B. 

y 3 = «, 

(>) 


Y* = 

c. 


cas : 

Pour 

ajSSE B. 

7 2 sb G. 


(2) 


7 3 -= 

A, 



» 

=ee G. 

<X 2 SEE B, 

Ys= 

(>) 

» 

y 3 3fe 

«■> 



» 

A. 

a 2 = B, 

Y2= 

(0 


Y3 — 

c. 

3 e 

cas : 

Pour 

oci = G. 

Y»~ «, 

y 3 = 7>. 

(0 

» 

7 2 SEE 

A, 



» 

C, 

*r»A, 


W 

» 

7 3 = 

B. 




a! — B, 

a 2 = A, 

y 2 = a, 

(I) 

» 


c. 

4 e 

cas : 

Pour 

= A , 

y 2 — a. 

y 3 ^^. 

(I) 

» 

7,EE- 

C. 



» 

7.!= C, 

7 2 A, 


(») 

» 

7 3 SS 

B, 



» 

7i = A. 

a 2 = C, 

Ts= 

(u 

» 

Y 2 ■ ■ ~ 

c. 





CHAP1TRE III. 


I 34 

Le nomogram me a eelielles accolees construil pour lequation (1) ci-dessus par 
M. Lallemand est represente par la figure 56. 

En vue d’une plus grande nettete, ce nomogramme a d'ailleurs su i>i Fanamor- 
pliose graphique qui a precisement servi d’exemple an n° 28 ( x ). 

Ici les deux eelielles accolees sont placees Tune au-dessus de Fa litre. la pre- 
miere etant constitute par les horizontales (y 2 ) et les eourbes (73), la seconde 
par les horizontales (a r ) et les eourbes (a 2 ), De Fune a Fautre, les points se 
correspondent sur les verticales. 

Quant au nomogramme de [’equation (2), il a ete superpose a Fechclle infe- 
rieure. 11 a sufli, comme cela a ete explique au n° 36, de joindre entre eux It s 
points du reseau forme par les eourbes (aj) et (a 2 ) pour lesquels la somme 
7.1 - h a 2 etait egale au supplement d’une eertaine valeur de a 3 pour avoir la 
courbe a 3 correspondante et obtenir ainsi le systeme (a 3 ). 

Comme exemple numerique. placons-nous dans le troisieme cas en nous 
don n ant 

a - jo" 1 , b = 43 m , C = Go 0 . 

Pour roster dans les limites de nos graduations, nous divi serous par 10 la 
longueur de cliaque cote. Des lors, 1’horizontale y 2 = 7 et la courbe y 3 = 4,3 
de reebelle superieure se coupant en un point, suivons la verticale de ce point 
jusqu’a Pborizontalc y.\ — 6o° de reebelle inferieure. Par le point ainsi obtenu 
passent les eourbes a 2 — 82° et a 3 = 38°; done 

A = 82° et 11 = 38°. 

Puis, si du point de rencontre de Fhorizontale — 38° et de la courbe 

= 8 2 0 , nous remontons par une verticale a Pechelle superieure, nous 
obtenons sur Fhorizontale y 2 = 71111 point par Jequel passe la courbe y 3 = 6 ,t: 
done 

c — 6i m . 

o2. Elements condenses d n cotes. Eelielles multiples. — On 
vient de voir ( n° 49) comment on pouvait del ini r des elements con- 
denses, lignes on points, a deux cotes, au moyen d un reseau constitue 
par deux sjstemes de lignes a une cote. Rien n'empeche de munir a 
son tour Fun de ees deux systemes, ou meme les deux, d'un reseau 
de doubles cotes, et de continuer de meme pour les systemes consti- 
tuant les nouveaux reseaux introduits. La repetition de cette opera- 
tion perniet, comme on voit, de multiplier autant qu’on le veut, tlieo- 
riquement du moins, le nombre des cotes afferentes a un systeme 
quelconque d elements donnes. 


( ! ) La figure 4° n est autre que Fin lication de Fanamorphose graphique qui a 
fourni Ferhellc superieure de la figure 56. 
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La figure 5~ donne, par exemple, la representation scliematique 
d’un sjsteme cle courses G a quatre cotes z ,, z 2 , 3 3 , z^. La courbe G 


Fig. 67. 



eorrespondant a un sjsteme de valeurs des quatre variables est celle 
qui passe par le point de rencontre de la courbe (z n z 2 ) et de la 
courbe (s 3 , z /t ). Et l’on voit que, si la courbe C est connue ainsi que 
trois de ses cotes, la quatrieme s’en deduit immediatement. 

Dans le cas oil les courbes G deviennent des droites paralleles, ces 
droites determinent, sur un axe quelconque perpendiculaire a leur 
direction, une echelle dont les divers segments, comptes a partir 
d une origine arbitrairement choisie, se trouvent etre fonctions des 
cotes afferentes a ces paralleles. On obtient ainsi des echelles mul- 
tiples, dont l’idee, sous la forme particuliere indiquee ci-apres, est 
due a M. Lallemand. 

G(»nsiderons un sjsteme de paralleles a Oy tracees a travers un 
reseau z 2 ) {fig- 58), c’est-a-dire definies par une equation de la 
forme 

^ =/l2, 

et un sjsteme de radiantes issues de l origine, et tracees a travers 
un reseau (s 3 , z /t ), c’est-a-dire definies par une equation de la forme 

y = a? A- 

On aura, des lors, pour les paralleles a Ox passant par les points 
de rencontre des droites des deux premiers sjstemes, l’equation 
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Ces paralleles donneront done sur Oy une echelle multiple, celle 
de la fonction de quatre variables dont 1' exp res si on est fournie par la 
derniere formule. 

Faisant coincider de me me Faxe Ox f d un nomeau systeme de 


Fig. 58. 



radiantes a deux coles z 5 et z G avec Faxe Oy de Fechelle precedente, 
on voit qu’on obtient, pour les paralleles a cet axe, une equation de 
la forme 

et ainsi de suite. 

Si, an lieu de radiantes issues de l’origine, on avail, sur le re- 
seau (z 3 , ^ /( ), trace des droites appartenant a un sysleme simplement 
inlini quelconque, leur equation eut ete de la forme 

y — x f%\ 

et Fechelle multiple le long de Oy aurait represente une fonction de 
la forme 

y a fu-+- gu- 

ll est inutile d’insister da vantage sur ce sujet. On trouvera plus 
loin (n° 56) un exemple, dii a M. Lallemand, de Fcmploi de ces 
ec belles multiples. 

II j a lieu toutefois de remarquerle caractere tres special des equa- 
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tions ainsi representees. Supposons, pour fixer les idees, que les 
courbes G de la figure concourent, sur un nomogramme, avec 
des lignes cotees (^ 5 ) et (zq). On se trouvera avoir ainsi representer 
une equation a six variables, mais, en realite, qu’a-t-on fait? Desi- 
gnons par £ 2 , C ;! les parametres dont dependent, dans les sjstemes 
simplement infinis auxquels elles appartiennent respectivement, les 
lignes condensees ( , z 2 )-> (^ 3 , £/, ) et C. Les divers concours de lignes 

intervenant dans le nomogramme s’exprimeront respectivement par 
des equations telles que 

/O' 1’ Si) = S ( 3 ) S'u <s2 ) — 1; S-'l) — J (K'ii 3 o) Z G ) — O. 

Par consequent, 1 equation a six variables, representee par ces sjs- 
temes ramifies, n’est autre que celle qui provient de 1 ’ elimination de , 
£ 2 , y 3 entre les quatre equations precedentes. Etendant a ce cas la 
definition donnee au n° 49, nous dirons que Fequation a six variables 
donnee est dissociee en ces quatre equations. 

La generalisation est evidente. Une equation a n variables ne pourra 
etre ainsi representee par sjstemes ramifies que si, mojennant l’intro- 
duction de n — 3 variables auxiliaires, elle peut etre dissociee en n — 2 
equations ne renfermant chacune que trois variables prises parmi 
les n variables donnees et les n — 3 variables auxiliaires, cliacune de 
ces equations renfermant au moins une des variables auxiliaires. 

Le nomogramme total comprendra done en tout 2 n — 3 sjstemes 
simplement infinis de lignes, dont n cotes au mojentles valeurs des 
variables z K , ^ ..., z n donnees, et n — 3 non cotes correspondant 
aux variables auxiliaires et que nous appellerons les sjstemes de 
liaison. 

Remarquons, en outre, que, puisque nous pouvons disposer de la 
nature geometrique de deux des trois sjstemes servant a representer 
une equation a trois variables, nous pourrons, dans ce systeme ramifie, 
provenant de Fenchainement de n — 2 nomogrammes a trois sjstemes 
de lignes concourantes, choisir arbitrairement la nature geometrique 
de n — 1 de ces sjstemes, sous cette reserve toutefois que, lorsque, 
dans un de ces nomogrammes partiels, deux des sjstemes sont deter- 
mines, le troisieme s en deduct. 

Pour fixer les idees sur ce dernier point, reprenons Pexemple 
ci-dessus : dans la representation de / = o, nous pourrons choisir les 
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systemes (z t ) el ( ^ ), d’ou ( ) se deduira : passant a Fequation h =sk o, 

( ^ ) etant deja determine, on pourra encore se donner ( £ 2 ) ? et ( s 3 ) s en 
deduira; enfin, pour les equations g ■= o, et j = o, on pourra se 
donner encore arbitrairement ( z 3 ) d’une part, (z :i ) de F autre; (.s 4 ) 
et (z o) s’en deduiront. 


II. — Abaques hexagonaux a echelles multiples, 

53. Abaques hexagonaux a glissemenl. C'est precisement 
a propos des abaques hexagonaux que M. Lallemand a mis en oeuvre 
pour la premiere fois, sous forme systematique, l’idee des echelles 
binaires et, plus gmicralement, des echelles multiples dont il vient 
d’etre question. 

En premier lieu, on pent remplacer les echelles simples d’un 
abaque hexagonal par des echelles binaires susceptibies de prendre 
elles-memes la forme d’un abaque hexagonal, et ainsi de suite, de 
proche en proche. Cela conduit a un dispositif dont la description 
peut se faire comme suit : 

f\ i J 2 5 f 3 ? ••• etant des functions de chacune des variables z ir 
z 2 , ^ 3 , ... soumises au calcul, ^ ... des variables auxiliaires, 


considerons les t 

quations de dissociation (n° 52) 

(•) 

fl f* = ?3- 

.(*) 

ft = ?*• 

(3) 

/. * 4 - 

(4) 

Jo > -o ^5? 

(71—2) 

jn- 1 "+~ 1 — ^su. 


Nous pourrons representer ces diverses equations par des abaques 
hexagonaux definis par les memes axes Ox , Oy et 0 £, en ayant soin 
d’ecarter les unes des autres les echelles paralleles a un meme axe 
par application de ce qui a ete vu au n° 11 , e’est-a-dire en alignantles 
origines de ces echelles sur une perpendiculaire a leur direction 
commune menee par l’origine O. 

Nous definirons, d’ailleurs, les echelles des divers abaques par 
les formules (ou, pour plus de simplicite, nous faisons le module u 
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egal a i i : 


(I) 

v=fi 0 

y — 

U 

t — 

y 

^3 

(II) 

^ = £1, 

y = 


t = 

^3 

(III) 

^ = £ 4 . 

y = 

A. 

t : 


(IV) 

& — Sfi. 

y = 

-U, 

t = 

r .. 

"t 0 


Suivanl; qac n sera pair ou impair, les formules relatives au dernier 
abaqne seront : 

(N — IJ ) 0P—^ n . y — —fn-u t — 

Oil 

(N — 11/ x=t„-x. y —fn~\ t — (s n 

On volt que les abaques des equations ( A ^ et ( k — [ — 0 ont en 
eommun Fechelle de Ot si k est impair, celle de Ox si k est pair. 
Par consequent, pour fair e passer Le transparent de sa position sur 
Vabaque de rang ( k ) d sa position sur l abaque de rang (k -h i ). 
il suffit, en main-tenant son orientation , de le faire glisser per - 
pendiculairement d O t , c est-d-dire dans la direction de V index i f „ 
si k est impair , per pendiculairement d Ox, d est-d-dire dans la 
direction de l' index I,, si k est pair. 

Cela pose, remarquons que les equations ( i ) a ( n — 2 ), additionnees 
ensemble, donnent 

/l fi -+-••• •+■ fa — 1 = Kn. 

Construisons sur l’abaque les echelles ( 5 t ), (. 5 ,), .... a 

1 exclusion des echelles (C :J ), (CO’ •••? (C«-0 et sur Faxe qui porte - 
rait Fechelle (C/O? construisons celle de la fonction — f n , c’est-a-dire 
construisons Fechelle x = — f n si n est pair, Fechelle t = — f n si n 
est impair. 

Nous aurons ainsi 

(F) /i +/ s + ...+/»-i 

et nous voyons, cFapres ce c|ui vient d’etre dit, que tout systeme de 
valeurs de z t , js 2 , . . ., z n satisfaisant a l’equation (E ) sera tel que, si, 
apres avoir fait passer l’index I, parle point (zf, on donne au trans- 
parent les glissements alternatifs qui viennent d’etre definis, de 
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maniere a prendre successivement avec Findex I 2 les points (^ 2 )? 
(s 3 ), . . . , (z n - i '), Findex I, si n est pair, I 3 si n est impair, donnera, 
dans la derniere position du transparent, la valeur de z n sur Fechelle 
eorrespondante. 

Grace a la terminologie introduite aux n os 49 et 52, on voit que ce 
qui precede peut etre resume dans Fenonce suivant : ane equation 
a n variables est representable par abaque hexagonal lorsqu'elle 
peut etre clissociee en n — 2 equations a trois variables susccp- 
tibles chacune de ce mode de representation. 


Fig. 5q. 



En resume, la representation de Fequation (E) ci-dessus s obtiendra 
comme suit ( fig. 5 9 et 5p bis) : 

Fig. 59 bis. 



En ay ant soin d’ aligner les origines des echelles par alleles d 
an merne axe sur ane perpendiculaire elevee en O a cet axe , on 
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construit parallelement d Ox Vechelle cle la fonction f \ , paralle- 
lemeni d O ycelles des fonctions f 2 , — -fa, f \ , — , .... ( — i ) n f n ~.\, 
cnfin parallelement d Ox si n est pair [ fig- 5c) ), d O L si n est 
impair (_ fig . 5t) bis), celle de la fonction — f n . 

On trace , en outre , deux f leches F r et¥" perpendiculaires l’ fine 
d O t, V autre d Ox. 

Et le mode d’emploi de l’abaque est le suivant : 

Le transparent etant convenablement oriente , on fait passer 
son index I, par le point (z { ), son index I 2 par le point (z 2 ), 
puis on le fail glisser alternativement dans le sens des f leches F 
et F", de facon d amener successivement son index 1 2 d passer 
par les points (z 3 ), (s 4 ), (sy), . . .. Quand cet index I 2 passe par le 
point V index , I t ou I ;t , perpendiculaire d Cechelle (z n ), 

rencontre cette echcllc en u/i point don't la cote est la valeur de z n 
demandee . 

Exemple : Analogies des sinus et des tangentes. — Nous emprunterons a 
M. Lallemand l'exemple suivant : 

Soit a representer les equations 

aj sin a 2 =a i sinx ;i , 
y.\ tanga 2 = a 4 tanga 3 , 

qui sont d’un usage frequent dans les applications tie Trigonometric plane. 
Nous les ecrirons 

log a, -t- log sin a 2 — log sin a 3 — logx. v =o, 
logaiH- log tangx 2 — log tanga 3 — log« 4 = o. 

Pour representer la premiere, nous n’aurons, d’apres ce qui precede, qu’a 
oonstruirc parallelement a Ox l’echelle des fonctions logaj et loga 4 qui n’en 
lormeront qu’une. parallelement a Oy celle des fonctions log sina 2 et logsina ; > 
qui se confondront egalement. 

De meme pour la seconde equation, en changeant les log sin en log tang. On 
pourra, d’ailleurs. faire coincider les echelles logarithmiques (y-i), ou echelles 
des longueurs, des deux abaques. On obtient ainsi la figure 60 sur laquelle 
I’echelle des tangentes a ete fractionnee au point cote 45°. 

II n’y a ici a effectuer qu un seul glissement dans la direction des paralleles 
equidistantes tracees sur l’abaque. 

Le mode d’emploi sera done le suivant : 

Faire passer les index I] et I 2 du transparent convenablement oriente 
respectivement par les points (otj) de Vechelle des longueurs et (a 2 ) de 
l echelle des sinus ( ou des tangentes ), puis faire glisser ce transparent 
dans la direction des paralleles equidistantes jusqud ce que son index I 2 
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t-iblos <!<• prendre elles-memes hi forme d’abaques hexagonaux, on 
obtient la disposition general e representee par la figure ()i ( , ). 

Le type de Fequation correspondante est, d/apres ee qui a ete vu 
■au n° 31, 

On dispose a volonte des trois echelles accolees respectivement 
<uix trois axes do Fabaque hexagonal, pourvu que trois points z 2 ), 

Fig. 61 . 



(^ 3 , Z;,). (z :> , z G ) pris dans chaeune de ces echelles et correspondant 
a une solution particuliere de Fequation ci-dessus se trouvent simul- 
tanement sous les trois index du transparent. 

L’emploi de l’abaque, si, par cxemple, on prend z <; pour inconnue, 
est le suivant : deux des index du transparent convenab lenient 
oriente passant lun par le point z 2 ), V autre par le point (z 3 , 
z . r> ), le troisieme index coupe la courbe z ;; de V echelle hinaire 
correspondante en un point , et la cote de la courbe z G passant en 
ce point est la valeur demandee . 

On pourra, dans certains cas, se servir de celte methode en faisant 
entrer une meme variable dans deux groupes binaires differents. 11 
convient toutefois de remarquer que, dans ce cas, la variable figurant 
dans deux groupes binaires ne saurait cl re prise pour inconnue. 


(') Voir le renvoi du n° 50 (p. i:>3). 
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Pour qu 7 une variable intervenunt dans un nomogramme quel - 
conque puisse y etre prise com me inconn ue , il est evident , en 
effet, qu 7 il ne doit tui correspondre sur cet abaque qu 7 un seal 
sy steme d 7 elements cotes ( 1 ). 

Exemples : i ° laterals composes ( 2 ). — La formule des interets composes 
est 

A = a( \ •+- /•)", 

dans laquelle 

a designe le capital place; 
r le taux ; 

n le nombre d’annees- d u placement; 

V le capital produit. 

II suffit de 1’ecrire sous la forme 

logA = loga 4 - n log(i 4 - r) 

pour voir qu’elle rentre dans le type, ci-dessus lorsqu’on prend le long de 
deux des axes des echelles logarithmiques ordinaires pour A et u , et le long 
du troisieme une echelle binaire pour Lensemble de n et de r. 

Si [jl est le module des echelles logarithmiques (A) et (a), Techelle binaire 
(n, r) sera definie par 

x = \xn log ( i -+- r), 

I’axe des x etant suppose coincider avec l’axe correspondant de Tabaque 
hexagonal. On constituera done cette echelle au moyen de deux systemes de 
droites cotees 

y = '/ 'og(i-t -r), 
y x = \^ny. 

L’abaque correspondant, pour lequel, sur la figure 62 , on a pris 

2 

fj. = |j. = - - x l"\ 


( 1 ) On peut, parexemple, representer requation 

3 3 + 11 z~ p z : q - ■ o 

par un abaque hexagonal eomportant une echelle binaire {.z, /?) representative 
de z 3 -h nz une echelle binaire ( s, p ) representative de pz et une echelle simple (q) y 
mais un tel abaque ne permettrait pas de prendre z pour inconnue, alors que e’est 
precisement en vue du calcul de cette variable que Ton peut avoir a representer une 
telle equation. Gela souligne Finteret de la solution qui sera donnee plus loin (n° 104) 
pour ce probleme. 

*(-) On trouvera plus loin ( ri° 102), un nomogramme plus simple pour la rrieme 
formule. 
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dans des eas analogues. Elle consiste en ce que, dans le champ de variation 
ties limite de la variable /*, les accroissements de log(i-f- r) sont sensiblement 
proportionnels a ceux de r. 

Calculons, par exemple, au milieu de cet intervalle, logi,o 4 , en admettant 
cette proportionnalite. Nous aurons 


d Y) u 


log I , O I log I ,09,5 I ,04 — I ,09 ) 

log I ,o6 — log I , 09 5 I , Ol) — I ,095 

T 5 

log I ,<>4 — log 1,020 -+- — (log 1 ,06 — log 1 , 025 ) = 0,0169739. 


La veritable valeur de Iogi,oj est 

log 1 ,04 » 0,0170333. 


Lerreur commise est done 


011 sensiblement 


£ — — 0,0000094 

e = — o ,0000b. 


Avec la valeur de ;jl' admise sur la figure ( 5 a, cela donne pour l’ecart entre la 
position de la droite r — o } o4, obtenue par cette interpolation proportion- 
nelle, et sa position rigoureuse la valeur 

| X o m ,oooo(> = o m , 00004 i 


soit ■ 1 ■ de millimetre, ecart qui peut etre pratiquement re garde coniine tout 
a fait negligeable. 

La position des index du transparent, marquee en pointille sur la figure ()2 
correspond a fexemple numerique a — 20ooo fr , T=o,o4, n — i 5 a , pour 
lequel Labaque donne A -f- 36 ooo tr ( 1 ). 


2 0 Poassee des terras. — M. Boussinesq a donne, pour le calcul de la 
poussee des terres sur un mur vertical de soutenement, la formule suivante : 



laquelle 

cp designe Bangle de frottement des terres sur elles-memes; 
v>i bangle de frottement des terres sur la maeonnerie; 
rn le [)oids en tonnes flu metre cube do terre; 


( ! ) On peut fit ire a propos do ret, aba que la me me observation que celle qui a ete 
presentee au sujet de l abaque des annuites (renvoi du n* 51 , Ex. i°. p. i->8). 
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H la hauteur en metres du mur; 

P la poussee en tonnes par metre carre. 

Four traduire eette formule en abaque hexagonal, i| n’y a qu’a la rnettre 
sous la forme 




Le terme du premier membre donne pour P une eehelle logarithmique 
simple, les deux premiers termes du second membre donnent une eehelle 
bin a ire pour fensemble (ttt, II), et le reste du second membre une eehelle 
binaire pour I’ensemble (©, ©j). 

L’abaque correspondant, construit par IVI. Renard, et sur lequel l’eehelle 
de la poussee P a ete fractionnee au point P = 5 pour que 1 abaque tienne 
dans un cadre plus restreint, est reproduit sur la figure f> 3 . 

La position des index du transparent, marquee en pointille, correspond a 
l exemple numerique 


- v. 


n = 4V>, 


3o°, 


?i = 35°, 


pour lequel Labaque donne P = ;V r , 87 . 


55. Combinaison cles deux types precedents. — Lemploi des 
eehelles binairos pen l aussi se combiner a\ee le principc des abaques 
hexagonaux a glissemenl dont il a ole question au n° 53. 

On aura ainsi la representation d une equation de la forme 

./ 12 V H- ••• = O. 

Exemple : Erreur de ref ruction clans le nivellement. — Si 1’on repre- 
sente par 

B la pression barometrique ; 

D la difference brute de niveau prise en valeur absolue; 

L !a longueur de la nivelee; 

t-i la temperature de Lair a la hauteur de la lunette; 

t-i et t x ses temperatures aux points oh la ligne de visee rencontre les deux 
mires d’arriere et d’avant, 

et si Ton pose, en outre, 

,, /i -+- t- 2 -h 1 ?t 

° - 3 ’ 


T — t -i — t \ , 


~ = t Z — t ti 
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I’erreur de refraction z est donnee par Ja formule 


(l) £ 


o"' m , oo i 08 B 


L 2 


76 D (1 -b o, oo' 3666 )- 


IZ 77 TT (' : ~ hz ') 


I 


o,i343— ^log(i — 32) f 


log 


1 


20 


8 etant defini par l’equation 

(2) 


log(i 0 ) 
log(i — 8) 


En outre, e est on non de meme signe que la di(J erence de niveau D 
(qui, sur I’abaque, ne sera prise, comme on vient de le dire, qu’en valeur 

T — J— z' 

absolue), suivant que le quotient — est negatif ou positif. 

Posant 

0,00108 


76 


k , ■ o, oo 36 (> = a 


et remarquant qu’en vertu de (2) 0 est une fonction de z et z\ on voit que 
la formule (1) peut s’ecrire * 


ou encore 


B L 2 
D ( 1 -+- a6 ) 2 




logs log/c = log B — logD 4- 2 log L — 2 log(i-haO) 

+ logo — z’ ) log cp( 0 ), 


0 dependant de 7 et de z' en vertu de l’equation (2). 

Sous cette derniere forme, elle apparait comme susceptible d’etre repre- 
sentee par un abaque hexagonal a glissement du type de la ligure 5 q (n° 58 ), 
comprenant une cchelle simple (z) et trois echelles binaires (B, D), (L, G) 
et (t, z'). 

L’echelle (e) et l’une des echelles binaires, (L, 0 ) par exemple, seront 
accolees a 1 ’axe Ox de la ligure 5 g, les deux autres echelles a l’axe O y, et le 
glissement aura lieu normalement a Paxe Ot (*). 

Si nous representons par OjXjJKi, 0 2 x 2 jk 2 , 0 3 x 3 ^ 3 les systemes d’axes 
rectangulaires auxquels sont rapportees respectivement ces trois echelles 
binaires, el les seront definies par 

(Ei) Xj — P(log B — log D), 

( E 2 ) x 2 = t u2[logL — log(i 4- aO)], 

(E 3 ) ar 3 = ;2[log(- 4 -t) 4- logo(o)], 

ou est le module commun aux trois axes. 


0 ) Pour passer de la disposition de la ligure 5 <j a eelle de la figure 6), il faut, avec 
un tel elioix d’axes, supposer que Ton fasse tourner la premiere de 120° dans le sens 
retrograde. 
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Quant au systeme (V), on serait d’abord tente, pour le construire, d’obtenir 
Pequation des courbes qui le composent, en eliminant o et z entre les equa- 
tions (2 ), (E 3 ) et (t) ci-dessus. Malheureusement, cette elimination est alge- 
briquement impossible. On peut toutefois tirer t de la derniere de ces equa- 
tions pour en porter la valeur dans les deux autres, ce qui donne 



Des lors, les coordonnees de cliaque point de la courbe ■' se trouvant 
exprimees en functions du parametre o, il est possible, en faisant varier ce 
parametre, de construire la courbe point par point. 

L’abaque correspondant, represente sur la figure (>4 est du a M. Lallemand. 

Sun mode d’emploi, d’apres ce qui a ete vu au n° 53, se reduit a ceci : 
ay ant d’abord fait passer les index J t et f 2 du transparent respective- 
meat par les points (L, 0) et (B, D ), on fait glisser ce transparent dans 
la direction de V index I 3 jusqu'd ce que V index I 2 passe par le 
point (-, FA index Ij coupe alors I’echelle (s) en un point dont la cote 
est Verreur demandee. 

Par exemple, pour 


= o' 


-(». D = 


22 , L i5o"‘, 0 = [°,6, z = o 


7 r> 


t' = o°, 35, 


i’abaque donne 


£ = o 


rmn 


A) 


et, comme ici le rapport 


D 


est negatif, il faut prendre 
£ = o" ,m , 6. 


56. Abaque hexagonal a eclielles mutiples : deviation du compas. — La 
deviation du compas d’un navire, variable avec la position de celui-ci a la 
surface du globe, est donnee par la formule 

o = A -+- m sin Z -+- n cos Z -t- B sin 2 £ -+- G cos 2 Z, 

ou * est le cap du compas, m el n des fonctions de la longitude L et de la 
latitude /, qui seront definies plus loin: A, B, G des constantes pour le navire 
donne. 

Les coefficients m et n etant des fonctions de L et de l peuvent etre repre- 
seni.es par des eclielles binaries que nous designerons par m(L, /) et n( L, l). 
Si maintenant nous posons * 

o' = m( L, f) sin 


nous voyons que nous n’aurons qu a combiner, ainsi qu’on Pa vu au n® 5 Q L, 



: 5*2 
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1’echelle binaire 

avec les radiantes 

pour obtenir rechelle ternaire 


x' = m ( L, /) 
y’ — x’ sin 


y — m(lfc l) sin = 8'(L, l, £ . 


De meme, si nous posons 

o" = n( L, l ) cos A + B sin 2 ^ + G cos 
nous n’aurons qu’a combiner l’ecbelle binaire 

#*$= n ( L, l) 

avec les droites cotees (Z) definies par 1’equation 

y' r — x" cos Z -4- A -4- B sin 2 Z -r- G cos 2 ^ 


pour obtenir rechelle ternaire 

y" — n( L, l) cos £ A # B sin 2 £ G cos 2Z = o"(L, /, Z) ; 


et, puisque 


il suffira que les cchelles ternaires o'(L, /, Z ) e l o"(L, l, Z) soicnt accolees a 
deux des axes dun abaque hexagonal pour que les valours de 0 soient donnees 
par une echelle metrique portee sur le troisieme axe ( n° 32). 

Reste a voir comment on pourra const ru ire les echelles binaires m(’L, l) 
et n( L, l ). On a 


m — arc sin \ ^ (e tang 0 -H jj 


= arc sin (/tangO -4- ^ ( 



formulcs oil tout est constant, sauf I’inclinaison magneliqueQ et la composante 
magnetique horizontale H, functions l’une et l’autre de L et /. 

Pour construire rechelle binaire de m 

x* m , 


nous pouvons prendre pour lignes cotees L les paralleles a l’axe des x 

y= 1 • 

Reste a tracer les courbes cotees (/ ). Nous nous servirons pour cela des 
planispheres terrestres sur lesquels sont marquees les courbes, obtenues par 
l’observation, le long desquelles 6 d’une part, H de lautre, ont une valeur 
constante. Pour avoir la courbe cotee l ii suffit, pour diverses valeurs de L 




22#® l2o 9 l^Q 9 u&r* 2JO • igo° 40#* $"»* 22#° *?#* *>o 
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ou y\ associees a cette valeur de /, d’avoir les valeurs correspondantes de m 
ou x'. Or rien n’est plus simple, attendu que pour un couple de valeurs de l 
et L le planisphere dont il vient d’etre question donne les valeurs de 0 et H 
qui, portees dans l’expression de m ecrite plus haut (et que I on pent, au 
besoin, traduire par un abaque*) font, a leur tour, connaitre m. 

De meine pour lechelle binaire de n. 

G’est ainsi qu a ete construit l’abaque de la figure G5, du a JM. Lallemand, 
qui se rapporte au navire le Triomphe , pour lequel les constantes ci-dessus 
ont les valeurs 


A -* — i°9', 

B m G°4 V, 
G — — o° V, 

A r= 0,8 j. 


e — o, i of), 
/ = — 0,01 S, 
V = — o,o >3, 
Q ^-0,02. 


Pour plus de nettete dans l echelle ternaire de o", on n’a fait varier le cap 
du compas que d’une demi-circonference. Alin done d’avoir la valeur de o" 
correspondant a toutes les valeurs de Z, on a du repeter deux fois-Lechelle 
binaire de n ( r ), l’une de ses positions correspondant a la graduation du 
demi-rurnb nord, I’autre a celle du demi-rumb sud. 

En resume, aycuit pris dans I’echelle de o' Lindiquee sur la figure par le 
chiffre 1) le point de rencontre de la droite Z et de la parallels au premier 
axe passant par l 'intersection de la droite L et de la ligne /, et dans 
Vechelle de o" (indiquee par le chilfre II), le point de rencontre de la 
droite Z et de la parallels au second axe passant par l’ intersection de la 
droite L et de la ligne l ( en tenant compte du demi-rumb oil se trouve le 
compas), il suffit de faire respectivement passer par ces deux points les 
deux premiers index du transparent convenablement oriente pour que le 
troisieme donne sur le troisieme axe , qui porte Vechelle de la deviation , 
la valeur de o. 

On a indique en pointille sur la figure les positions de ces index pour 
l’exemple numerique suivant : 

4>° A . 1. = >o°0, t = 4 P',5. 


L’abaque donne alors 

o = 1 1 °, 8. 


( l ) Alin de faciliter la lecture, on a, sur IV eh el 1c binaire de m, qui est, en so in me 
un planisphere ananiorphose, fail figurer les contours des continents. On s’est dis- 
pense de le faire sur Lechelle binaire de n. parce qu’il en serai t resulte une certain 
confusion dans le dessiu. 



CHAPJTKE JV. 


R E PR ESE NT ATI 0 N PAR POINTS ALIGNES DANS LE CAS 

DE TROIS VARIABLES. 


I. - Nomogrammes generaux a points alignes ( l ). 


57. Principe des points alignes. — Nous avous deja expose au 
n° 129 lcs raisons pour lesquelles il esl desirable, cliaque fois quo la. 
diose esl possible, dc no lairo iiilervenir coimnc elements cotes, dans 


( 1 ) C’est dans to Mernoire 0 . 1 , paru cn novembre 1 884, mais presenle en fevrier i88j 
a la Commission des Annates des Ponts et Chaussees , q u c le principe de celte methode 
a etc donnr pour la premiere fois. 

La porter en a ete precisee dans la Note 0.2 avant < | u * i I ait fait I’objel d un expose 
plus detaille dans la brochure 0 . 4 , Chap. IV. 

La methode esl designee a cet endroit sous le nom de methode des points isoplethes 
eu egard au fail que les svslemes de points qui v interviennent son l correlatifs des 
systemes de droites isoplethes (igurant sur lcs abaques eonslruits par la methode de 
Lalanne. Or, nous avous deja (lit ( n" 16) pourquoi nous nous etions decide a aban- 
donin'!' le terme (Yisoptethe pour nous en ten i r a celui de cote. D’autre part, on 
veria par la suite qu on pent conslruirc des nomogrammes oil n interviennent que 
des points cotes, mais oil la relation de position etablie entre ceux-ci <-st autre que 
I’alignement. [I nous a done scmhle que la meilleure maniere de caracleriser la 
presenle methode eonsistait a rappeler qu’ellc reposait sur I’ernploi de points ali- 
gnes. 

On a pu, apres coup, rattacher a la methode des points alignes la table graphique 
de 'multiplication obtenue par Muhius a litre d’inlerpretation du theoreme des trans- 
versales de Menelaiis ( Werke. t. 1\ , p. 6>o). Mais. ainsi que cela resulte de Lex pose 
contenti dans 1 edition Iraneaise de I Encyclopedic des Sciences mathemali q ues 
(t. I, vol. j, lasc. 3, p. 3 - 9 ) le principe general de la methode ne s'etait nullernent 
degage de ec probleme particulier et n’a ete mis en lumiere pour la premiere fois 
que dans le Memoire 0 . 1 . 

C cst, d’ailicurs, un fail d’observation genera le que, lorsquapparait quelqm* methods 
nouvelle applicable a tout un ordre de questions, on arrive toujours a lui rattacher 
a posteriori lcs solutions antcrieurcment donnees pour certains cas tres parliculiers, 
sans que eelles-ci aienl meme fait soupconner le principe general d’ou Pon pouvait 
les fa ire deriver. 

C’e^st ainsi, par exemple, (jue Pon pent regarder la construction de la carte de Mer- 
cator comme resultant <1 une application du principe de Panarnorphose. II n’en est 
pas moins vrai quo re principe n’a ete acquis, a un premier degre de generaltle, 
que depuis les travaux de Lalanne et <juc Pon ne saurait equitablement le faire dater 
de plus haul. 
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la representation (Time equation, que des points. Ces raisons peuvent 
se resumer ainsi : avec des points comme seuls elements cotes on 
abrege et on simplifie la construction, on affranchit la lecture du 
nomogramme de toute chance d’erreur, on rend Finterpolation a vue 
beaucoup plus precise. 

La methode que nous allons maintenant exposer assure la pleine 
realisation de ces desiderata pour la categorie, extremement general e 
dans les applications, des equations precedemment representables 
par le concours de trois systemes de droites quelconques , c est- 
a-dire de celles qui sont de la forme ( 1 ) 


/i ^1 /?-i 

A ^ 

A 6 3 I':i 


Nous verrons (n° 101) que eette methode possede, en outre, 1 inap- 
preciable a vantage de permettre une representation directe et indivi- 
duelle d equations a plus de trois variables, non dissociables. en une 
suite d’equations a trois variables (n os 49 et 52), et, consequemment, 
non susceptible^ d’etre representees par lignes concouranles. 

L’idee de principe sur laquelle se fonde eette nouvelle methode se 
confond avec celle de la dualite , fond a men I ale aujourd’hui dans le 
do main e de la geo me trie pure. 

On sail qu’on peu t, dune infinite de manieres, fa ire correspond re 
a une figure composee de droites une figure composee de points, telle 
cpfa trois droites concourantes quelconques de la premiere figure 
correspondent trois points en ligne droite, ou trois points cilignes , 
sur la seconde. Toute transformation jouissant dame telle proprietor 


( 1 ) La question, d’un interet purernent tlieorique qui consiste a reconnaitre si unc 
equation tVr, — ° quelconques est reducible a eette forme, constitue un difficile pro- 
bleme d 1 Analyse resolu de la facon la plus remarquable, en 1912 , par M. Gronwall, 
dans le Journal de Matliematiques pares et appliques (p. 59 ). Mais, en pratique, 
on tv a ordinairement pas besoin d’y recourir, le procede de disjonction precedemment 
indique ( n° 41) etant suflisant dans presque tous les cas. 

Pour les formes plus particulieres correspondant aux cas : i° de trois echelles 
recti lignes a supports paratleles (n° 67); 2 ° de deux echelles rectilignes paralleles 
avec une troisieme echelle quelconque ( n° 78); la question avait ete anterieurement 
resolue : i° par le comte Paul de Saint-Hobert (Mem. della B. Acad, di Turino , 
i 87 1 , p. 53 ) ; 2 0 separement par Massau (Mem. sur V integration graphique (LivreUI, 
Chap. lit, n° 178) et par M. Lccornu (C. B. de l’ Acad, des Sc., i ,r sein., i885, p. 818 .) 
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dont le type le plus classique est fourni par la transformation par 
polaires reciproques, est elite dualislique. 

Supposons done que nous appliquions une telle transformation a 
un nomogramme constitue par trois systemes de droites concourantes 
quelconques, en conservant , bien entendu, dans le passage d une 
figure a l’autre, la cote de chaque element. 

Nous obtiendrons ainsi un nouveau nomogramme ( fig. 66 ) sur 
lequel, a chacune des variables r,, z 2 el c ;t , correspondra un systeme 
de points cotes distributes sur une courbe, dite leur support, quisera. 
dans la transformation effectuee, la correlative fde l’enveloppe des 
droites du systeme correspondant sur le premier nomogramme. 

Fig. (>6. 



Ces trois systemes de points cotes constilueront des echelles cur- 
eilignes. 

De meme que, sur le premier nomogramme, les trois droites cotees 
an moyen d’un systeme de valeurs de z. 1% z z satisfaisant a l’equa- 
tion representee etaient concourantes, ici les trois points correspon- 
dants seront alignes. 

De la le mode d'emploi du nomogramme : la droiie joignant les 
points cotes z { et z 2 sur les deux premieres echelles curvilignes 
rencontre la troisieme echelle an point cote z s . 

Pour n avoir pas a dessiner cette droite, on pourra se servir d’un 
transparent a index ou encore d un fil fin que Ton tendra entre les 
points (3,) et (: 2 ) (*). 

(') Ce dernier precede, outre l’avantage d'une plus grande rapidite, odre celui, 
egalemeut appreciable, de ne pas exiger que la feuille sur laquelle le nomogramme 
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Les nomogrammos a points aligncs peuvent se elasser d'apres le 
nonibre des echellcs a support reeliligne qu'ils com poVleul . Nous 
appellerons genre d un to] nomogram mo le lionibrt; do ses eelielles a 
-support eurvdigne. Nous aurous done lieu d emisager les nomo- 
grammes do* genre <>. 1 , el 

o<S . Emploi des coordonnees paralle/es. — II sVigil maintenant 
do realiser sous uuo forme pratique* la 1 rauslormaliou dualislique 
donl Follol vienl d’etre indique. 

Lo moyon qui sollre a cel diet eonsisle a regarder los coordonnees 
(‘oiirantcs, dans los equations definissanl los divers elements cotes du 
nomogramme non plus eonnne des coordonnees ponetuelles, inais 
comme des coordonnees tan gen (udf.es donnanl pour le point une 
equation du premier degre { 1 ). 

Parmi celles-ei, les plus avail l age uses, paree qifelles rep rose n lent 
directement des segments de droite, son l lees coordonnees para He les 
dont nous allons, en quelques niols, rappeler la definition . 

Les coordonnees paralleles ( 2 ) u el e (Pune droite? soul les distances 
AM et ILV, prises avee leur signe, des points M et N ou eelte droite 
coupe deux axes paralleles diriges Vf/el lie, anx origines V et II res- 
pect ivemenl ehoisios sur ces axes [fig- b“). 

Dans ce sysleme do* coordonnees, toute equation du premier degre 

(i) ail be -f- c — o 

(le li n i t bien un point IN On pout le voir ainsi : prenons pourorigine O 
(fun systeme (le coordonnees oartesiennes le milieu do VII, pour axe Ox 


estdessine soil rigoureusement plane, potirvu tnutefois qu’elle reste couvexc, coniine 
les feuil lets, par exemple, d’un livre ouverl. Si, en elfcL on tend nil til sur une telle 
surface, it se dispose suivant une tigne geodesique. transformee d’une Jigne droite du 
plan, et les poinls qu’it reenuvre sont bien des points alignes. 

Quant aux variations du papier donl nous avons signale les consequences en ee 
qui concerns les abaques avec transparent a trois index dans le second renvoi du 
n° 30 , elles n’ont ici aucun inconvenient lorsqu’on suppose, comine a Fendroit cite, 
le papier suffisammeul homogene pour que les variations dans eliaque sens soient 
uniformes, puisque, dans ees conditions, des points si lues sur une droite quelconque 
ne cessent, a aucun moment, de se trouver en ligne droite. 

( j ) On trouvera une theorie entierement generale de ces coordonnees dans not re 
Cours de Geometrie pure et appliquee de VEcoJe Poly technique, t. I, p. :>i 
( Gauthier-Villars, 1917). 

( 2 ) Au sujel de ces coordonnees, voir ce qui est clit dans {’Introduction (p. xi). 
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la droite OB, avec sens positif de O vers B, pour axe O y la parallele 
a A a et Be menee par O et de meme sens positif qiie ees axes; si 
Foil pose OB = o, les eoordonnees eartesiennes des points M el A , 
on la droite (i/ : e) rencontre les axes A u et Be, sont respective- 



nient x — — o, y — u et x = o, y = e. L’equation eartesienne de la 
droite MIN pent done s ecrire 


x y 1 

— 0 U I 


= o. 


0 V I 


Remplaeant les elements de la seconde ligne par la somine de ceux 
des deux dernieres, respectivement multiplies par a et 6, et tenant 
compte de Fequation (i), on transforme ce determinant en 


./• y i 

o ( b — a ) — c a -r- b 

o vi 


= o 


qui, sous cette forme, montre immediatement que la droite MN passe 
cons tam men t par le point P dont les eoordonnees sont 


< 2 ) 


N b — a — c 

b — a ct — (— b 


II est, en outre, bien clair que la condition pour que trois points, 
donnes par leurs equations, soient en ligne droite, est la meme que 
celle qui exprime que les trois droites obtenues en remplaeant n et e 
par x et y dans ees equations passent par un meme point. 

Si a, 6, c sont des fonctions d’un parametre variable z, l'equation 
en u et c du lieu des points correspondants s’obtient par elimination 
de z entre Fequation de ce point et sa derivee prise par rapport a c. 
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On peut etablir les formules ( 2 ) par un autre procede dont on 
saisira Finteret par la suite. 

Supposons, lorsque la droite MN varie, que les points M et N 
soient respectivement affectes des masses a et b (prises bien entendu 
avec leur signe). Leur barjcentre P, affecte de la masse a 6, se 
trouve sur la droite MN qu’elle divise dans le rapport 


(3) 


P.M b 

TR ~~ a 


Or, ce barjcentre est fixe lorsque l’equation ( 1 ) est satisfaite; en 
effet, les moments pris successivement par rapport a Ox et a O y 
fournissent, si l’on appelle x et y les coordonnees du point P, les 
equations 

(a -+- b)y = au -1- bv — — c 
et 

( a - 4 - b ) x — — a 0 -+- b 0 , 


d’oii se tirent les expressions ( 2 ) ci-dessus de x el y. 

Remarquons en passant que si, o 0 et x 0 sont les distances des 
points N et P au point de rencontre de MN et on a de me me 


(2 bis ) 



II est bien clair que Fon pourrait faire toute la theorie des nomo- 
grammes a points alignes au mojen des coordonnees ponctuelles 
caftesiennes, ainsi que nous le montrerons plus loin (n° 62). Mais, 
d une part, la theorie j perdrait en unite, puisque, avec la premiere 
maniere, il n’j a simplement qu’a donner dans les memes equations 
une signification geometrique difFerente aux coordonnees courantes 
pour que cette theorie se confonde avec celles des nomogrammes t a 
droites concourantes ; de Fautre, l’emploi des coordonnees paralleles 
permet, dans le cas de beaucoup le plus frequent oil deux des eclielles 
sont portees sur des droites paralleles, d’operer sans tatonnement ce 
que nous avons appele la disjonction des variables (n° 40). 


59. Nomogrammes tangentiels generaux . — 11 n’a ete question 
dans ce qui precede que de la transformation des nomogrammes a 
droites concourantes en nomogrammes a points alignes. Qu’obtien- 
drait-on en faisant subir la meme transformation a tout autre nomo- 
gramme a lignes concourantes ? 



REPRESENTATION PA U POINTS A MONKS DANS LE CAS DE TROIS VARIABLES. I (> I 

Considcrons d’abord le nomogramme le plus general constitue 
par trois systemes de courbes coneourantes quelconques ( n° 10). 
Chacun de ees systems donnera correlativement sur le nouveau 
nomogramme un autre systeme de courbes ; mais alors que, sur le 
premier nomogramme, trois courbes fcorrespondantes, prises chacune 
dans un des systemes, devaient sc couper en un meme point, sur le 
second, trois courbes eorrespondantes devront etre tangentes a une 
meme droite que (sous forme de l'index d’un transparent on d'un lil 
tendu ) I on appliquera Sur le nomogramme. 

Au surplus, toute equation entre trois variables etant susceptible 
d une representation ponctuelle eomportant deux systemes de droites 
et un systeme de courbes, savoir eelle que donne la methode carte- 
sienne (n° 16), elle pourra, de meme, etre representee tangentiel- 
lemenl au moycn de deux systemes de points et d'un systeme de 
courbes. II sullira, pour cela. si l equation donnee est 

( E) E I 23=0, 

de poser, en appelant p, et p. L > des modules quelconques, 


(-51 ) 

U — u 

(5o) 

r = »j 

d’ou 


( 5 3 ) 

/ u v 

FlW — > - 

\ ' j -i : j -i 


Les deux premieres equations definissent des ecbelles metriques 
support ees respectivement par l’axe des u et l’axe des c, la troisieme 
un systeme de courbes quelconques. Toute equation a trois variables 
pourra done etre ainsi represenlee, et le mode d’emploi du nomo- 
gramme sera le suivanl : 

Lire la cote z :) de la courbe a laquelle est tangente la droite 
qui unit les points cotes respectivement et z-. 2 sur les deux axes. 

Une telle substitution ne presenterait quelque avantage que si elle 
permettait de rcmplacer les courbes intervenant sur le nomogramme 
ponctuel par d'autres courbes d un trace beaucoup plus simple. 

Si, par exemple, Fequation est de la forme 

tflf:' ft c p:i ■= 3 ) 2 = A -2 -I- (f-> — f\ ) 2 , 

il suflira, apres avoir |> ri's deux axes paralleles distants de <x k et ayant 
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leurs origines sur une meme perpendiculaire a leur direction com- 
mune, de poser 

(*t) u — \ x fu 

(*s) * = f*/2, 

pour avoir 

(^ 3 ) ( j -+■ r ®3 -t - |a^ 3 ) 2 — [A 2 /r 2 -t- ( r — u, )' 2 , 

equation d’un cercle ( 1 ) de rayon ayant pour centre le point 

3 4- v cp 3 -f- |A'F 3 = o 

ou, si l’on choisit les axes cartesiens, coniine au n° 08. 

_ l-ik 9 3 -/ 3 -(^3 

^ — — — , y — — * 

1 J3 ■+" ?3 Ji “I- 

60 . Transformation geometrique des droites concourantes en 
points alignes. — Avant d’etudier la construction directe des nomo- 
grammes a points alignes, faisons voir comment on peut tres aisement, 
si l’on possede un nomogramme a droites cdncourantes, le transformer 
en un nomogramme a points alignes. 

Chaque droite PQ (Jig. 68) du nomogramme donne pent etre 


Fig. 68. 



definie par deux de ses points. Prenant les coordonnees x el y de 
chacun de ces points et les reportant, corame coordonnees u et e, sur 
les axes paralleles de la seconde figure, on obtient les deux droites 


(') Voir Coordonnees paralleles et axiales , formule (i4), P- 
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correlatives dont le point de rencontre G est le point transforme de 
la droite PO. 

v 

On pourra en particulier se servir des points P et Q, oii la droite 
consideree rencontre les axes Ox et O y. 

An point P (x = OP, y = o) correspondra la droite 

BM(m = AM = OP,p = o); 

au point Q = o, y == OQ) correspondra la droite 

A N i u — o, c = BN = OQ ). 

La construction se resumera done en ceci ’. Porter surh.ii et Be 
les segments AM = OP, BN = OQ, et tirer les droites AN et BM 
dont le point de rencontre G est le transforme de la droite PQ (V). 

Voici un exemple ( 2 ) d’une telle transformation bien propre a mettre en 
relief les avantages de la methode des points alignes. 

La figure 69 represente un fragment d’une Table graphique pour Tarpen- 
tage des coupes , dressee par M. Thery, professeur a l’Ecole forestiere. 

Pour sen servir, on prend le point de rencontre de la verticale cofee z t et 
de I’horizonlale cotee z 2 . La cote de l’oblique passant par ce point de ren- 
contre fait connaitre z 3 , et cette cote est precisement celle inscrite a c6te du 
point ou cette oblique rencontre l’axe O y. 

La transformation qui vient d’etre decrite, appliquee a ce nomogramme, 
donne celui de la figure 69 bis. Les cotes des points (z 3 ) sont d’ailleurs obtenus 
par la remarque que voici : puisque sur le premier nomogramme une oblique 
et une horizontale de meme cote se coupent sur l’axe Oy, un point de l’echelle 
curviligne du second nomogramme et le point de meme cote de I’axe Be sont 
alignes sur l’origine A de l’axe Am. 

II suflit de jeter un coup d’oeil sur les deux figures ( 3 ) pour que les avan- 

(') Ici se placent deux remai’ques importantes : i° Pour que (ce qui est prefe- 
rable) les points C, correspondant aux droites PO, soient situes entre les axes A u 
et Be, il faut que ces droites PO aient un coefficient angulaire negatif; or on 
peut toujours faire en sorte qu’il en soit ainsi en choisissant convenablement le sens 
positif sur l’un des axes O& 011 Oy, celui de l’autre etant quelconque; a® rien n’em- 
peche, en passant de i’echelle de O^c a celle de A u, et de celle de Oy a celle de Be, 
de changer de module s’il doit en resulter une meilleure disposition, ces deux chan- 
gements de module etant d’ailleurs independants l’un de l’autre (voir a ce propos les 
figures 69 et 69 bis). 

( 2 ) On trouvera un autre exemple d’une telle transformation dans un article de 
VI. Quiquet : Sur trois modes de reduction graphique des assurances mixtes aux 
assurances en cas de deces, paru dans le Bulletin de TInstitut des actuaires 
francais (juillet 1897). Voir aussi n° 90 . 

( 3 ) Encore convient-il de remarquer que les modules des axes de la figure 69 sont 
superieurs a ceux de la figure 69 bis. S’ils avaient ete les memes, la premiere de ces 
figures serait devenue a pen pres illisible. 




Fig. 69 bis. 
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tages do la seconde pit r rapport a la premiere sau tent atix vottx. <m co qui 
concerne les desiderata formules au n° * 29 . 

On pent faire, en outre, les deux retnarques suivantes : 

i° Sur la figure 69 les obliques (~ 3 ) se dislinguent nsal des liorizontales (■*■>). 
On a memo du renoncer a los tracer pour les valeurs de Z3 inferieures a 0,04, 
tandis quo sur la figure Gq bis les points ( z s ) so.it nettoment separes des 
points ( z% ) et ont pu otre marques jusqu a z :i — o. 

2 0 Sur la ligure 69 l enveloppe des droites ( z :i ) n’apparait pas. Le seul aspect 
de la ligure no permettrait memo pas d’affirmer si cette enveloppe se reduit 
on non a un point, Sur la ligure 69 bis, au contraire, ainsi que sur tout nomo- 
gram me a points alignes, la construction merne de ces points fait eonnaitre le 
trace de la courbe qui leur sert de support. On vena par la suite (n° 90 ) que 
cette circonstance est, en certains cas, d’un haut iuteret. 


61 . Construction directe des nomogrammes a points alignes. 
Supposons (prune equation ait ete tnise sous 3a forme 


/i g\ bi 


S 2 


A 

/a g:t 


h 2 
b-.i 


o. 


D apres ce qui a ete vu au n (> 58, nous n 'at irons, pour obtenir un 
nomogramme a points alignes de cette equation, qu a prendre, en 
eoordonnees paralleles n el c, les equations 


( Z\ ) 

t ) 

( z z ) 


«f i ~ ego -i- h \ = o, 
Ilf ‘l — h Vgi -4- /( 2 = O, 
k / s + it 3 — <>. 


Pour eonstruire ehacun de ces systemes <ie points cotes nous 
pouvons obtenir individuellement cliaque p hoi! (.:;/) par la rencontre; 
de deux droites ( it. c ) particulieres dont les eootdonnees salisfassenl 
a 1 ’ equation ■« 

U fi -+- Vgi -4- hi — O, 


et notamment des droites (^u = o, c = — — j < t ^ a ■— , c = <>^ , 

on bien par le trace d’une seule de ces droites ( u , ci sur laquclle 
(avec les notations du n° 08 ) on marque le point debit i cn vertu de la 
for mule (a bis) de ce nttmero, par 
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On peut aussi, en prenant les memes axes cartesiens O r et Oy 
qu’au n° 68 et representant toujours par o la moitie de la lon- 
gueur AB, se servir des coordonnees 


x — 


> Hi — ft 

o J 

ji + Si 


fi-'r Si 


do point considere. 

On pourra enfin, lorsque les fonctions /), yv, hi s’exprimeront sons 
forme algebrique et entiere au moyen d une seule fonction de z,\ 
recourir aux constructions simplifiees dont il sera question plus loin 
(n° 63). 

Si P, et Q,, P 2 et Q 2 sont les points correspondant respectivement 
aux valeurs limites a { et 6, de z { , a 2 et b 2 de z 2 , on tirera les 
droites P 1 P 2 , P,Q 2 , P 2 Q ( , Qi Q 2 qui, sur le support du sys- 
tem e (.s 3 ), determineront quatre points, dont deux extremes et deux 
intermediates. En aucun cas on n’aura a construire de points (z 2 ) 
en dehors de ces points extremes. 

Ici encore la transformation homographique, puisqu elle conserve 
Falignement des points, pourra etre utilisee. Corame au n° 43, on 
obtiendra ainsi les trois systemes de points 


( -Z 1 ) 

( -3 2 } 

(^3) 


u Oj'i -+- \xg 1 4- v/«j ) 4- r( A'/j -4- p'y, -+- v'/r, ) 
a (X/2-+- \j. S-2 -+- v h > ) -+- v ( X'/ 2 -4- >1 y 2 -+- v' h 3 ) -t- 
" -+* S 3 ■+■ v b 3 ) -f- v { A 7 g 3 + v ' h ) 4- 


a"/ ( 4- y." Si s h \ — <» T 
a "/ 2 + [J."y 2 4 - v' 7< 2 — 0. 

a "f-1 4- y S3 4- h 3 — o. 


les parametres A, u., . . . , v" etant quelconques et astreints a la seule 
condition que leur determinant 


soil different de zero. 


D = 



r 


v- 


v 


1! 


#■ 


Ces equations (s,), (z 2 ), (^ 3 ) font alors connailre une infinite de 
nomogrammes a points alignes correspondant a Fequation proposee. 
On pourra fixer les valeurs des parametres A, p, . . . , v" en vue dob- 
tenir, pour le nomogramme, une disposition aussi favorable que 
possible. jNous reviendrons plus loin (n° 63) sur ce point. 

En tout cas, puisque ces parametres sont au nombre de 9 sous 
forme homogene, ce qui equivaut a 8 independants, nous vovons que 
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nous pouvons toujours disposer arbitrairement de quatre points du 
nomogram me. 

Remarque. — II arrivera souvent que, lorsque deux systemes de 
points cotes, iz t ) et (z 2 ) par exemple, aurontete construits, le troi- 
sieme (^ 3 ) s en deduira immediatement. Cette circonstance se pro- 
duira lorsque, pour chaque valeur attribute a z 3 , on pourra sans 
ealcul, 011 du moins par un calcul Ires simple, determiner deux 
couples correspondants de valeurs pour z, et z 2 . Chacun de ces 
couples definira une position de l’index que I on marquera au crayon. 
La rencontre des deux droites ainsi tracees donnera le point cote au 
moyen de la valeur consideree. 

Si meme le support du systeme (z 3 ) est une droite connue d’avance, 
une seule position de l’index, et, par suite, un seul couple de valeurs 
de z, et ^27 suftira pour obtenir le point cote £ :( . 


62 . E mploi des coordonnees cartesiennes. — - Les coordonnees 
paralleles nous ont permis de faire deriver correlativement les nomo- 
grammes a points alignes du meme principe que les nomogrammes a 
droites concourantes ; elles nous seront, en outre, d’un grand secours, 
pour definir immediatement les points cotes correspondant aux divers 
types d equations se rencontrant frequemment dans la pratique 
( sections II el III). Mais il est bien clair que la theorie des points 
alignes peut se faire egaiement en coordonnees cartesiennes, de 
meme que ces coordonnees permettent, si l’on veut, de clemontrer 
les propositions obtenues dualistiquement par le moyen de la trans- 
formation par polaires reciproques. 

II suffit de remarquer, en effet, que F equation 


A A r 1 A 
A gi A 
A A 


= O 


exprime aussi l’alignement des trois points de finis en coordonnees 
cartesiennes, par 


X _A 

*~A’ 

A 


X 




A 




y 

y 


§2 

A 

il 

A 
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ou, en coordonnees homogenes, par 

^—fu y = g i) t — hi, 

* =/*, y — o°2, t = /i 2 , 

^ =/a, r = S3, t — ha, 


Tous ies nomogrammes qui se deduiront homographiquement de 
celui-ci seront des lors donnes par les formules 

x — j ~+~ v <> h i , _ Ah M-o g i v’i A, 

E0./1 H~ M’O •? i ■+" Vo h i ^ o «/ , ! J -o £'1 -+- v' ( ; /?, ’ 

~t~ M-0 ff~2 ~+~ VQ^2 ■+" M’O #2 ■+• V( ( /<2 

^0 /* + H-0 &" 2 + V" /l 2 ~ ^0/2 H- I-'-o ft' 2 H- v" h . 2 ’ 

_ ^0/3 -T- [-*- 0 ft' 3 -+- V 0 /» .3 ^ _ Ao ./.3 + ! j; 0 ft' 3 -T- v' 0 A 3 

^0 y*3 ■+■ p-o #3 -+- v o /13 5 


le determinant 



etant suppose different de zero. 

On voit que le nomogramme correspondant a un systeme de valeurs 
de A 0 , p. 0 , . . ., v' 0 sera identique a celui que donnent les dernieres 
formules (3, ), (s 2 ), (s 3 ) du numero precedent avec un certain systeme 
de valeurs de A, u, . . . , v v , lorsque l’on aura 





En particulier, oil retrouvera le nomogramme donne par les pre- 
mieres formules (3,), (^ 2 ), (« 3 ) du numero precedent, en prenant 


A 0 — - 

- 

,«■ 0 = 1 , 

Vo = 

0, 



fo = 

V'o — 

— 1 , 

K = 


!^o = h 

vS = 

0. 


63. Transformation homo graphic] ue des nomogrammes a 
points alignes. Quadrangle limite. — La transformation homo- 
graphique conservant l alignemenl des points pent etre d’un grand 
secours pour donner a un nomogramme du genre ici etudie la 
meilleure disposition. 
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En particulier, si l'on considere le quadrangle forme par les points 
qui correspondent aux valeurs limites a t et b t , a 2 et b 2 des variables z, 
et z 2 prises comme independantes, quadrangle qui forme le cadre 
de la partie utile de Fabaque, on pent le faire comcider avec un rec- 
tangle de hauteur h dont les sommets seront definis, par exemple, 


par 


(«i) 

u — 0 , 

(*i) 

u — h 

(«s) 

v=o, 

(*i) 

v — h 


Le probleme est analytiquement le meme que celui qui a etc traite 
au n° 44 et conduira aux valeurs a adopter pour X, p., . . . , v" dans les 
dernieres equations (^,), ( z 2 ) et (z 3 ) du n° 61. On trouvera plus loin 
(n° 86) un exemple detaille d un tel calcul. 

Si r on se propose de substituer a un nomogramme deja construit, 
dont le quadrangle limite est quelconque, un autre nomogramme 
ayant pour quadrangle limite un rectangle donne, il suffira de recourir 
a la construction geometrique indiquee au n° 44. 

Mais la transformation homograplnque pent encore etre utilisce a d’autres 
points de vne, par exemple pour reinedier au defaut consistant en ce que les 
intervalles correspondant a des echelons egaux se resserrent trop dans une 
partie d’echelle, alors qu’au contraire ils se dilatent notablement dans une 
autre. Pour definir la transformation homographique qui convient en parcil 
cas, le capitaine (depuis lors lieutenant-colonel) La fay a eu 1 ’idee de recourir 
a un precede, en quelque sorte experimental, qui merite d’etre signale. 


Fig. 70. 

c, A c. 



Imaginons qu’on ait dessine sur deux transparents portant chacun un 
axe, A t ou A 2 , deux faisceaux de droites identiques ayant leurs centres Ci 
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et C 2 sur ces axes et determinant sur chaque parallele a ces axes des segments 
egaux entre eux, puis placons ces transparents sur le nomogramme construit 
en rnettant en coincidence leurs axes A t ou A 2 , qui se reduisent alors a un 
seulA. En faisant varier la position de la droite A sur le transparent, et celle 
de centres Ci et C 2 sur la droite A, on engendre une infinite de reseaux 
auxquels on pent rapporter l’abaque et Ton arrive, par tatonnement, a placer 
les divisions les plus dilatees de l’eclielle que Eon vent transformer dans les 
mailles les plus dilatees de ce reseau, les divisions les plus resserrees dans les 
mailles les plus resserrees (Jig'. 70). Si done, par une transformation homo- 
graphique rejetant la droite A a l’infini, on substitue a ce reseau, forme de 
deux faisceaux convergents, un quadrillage regulier forme par deux systemes 
de droites a angle droit (Jig. 70 bis), toutes les mailles devenant identiques 


Fig. 70 bis. 



entre elles, les parties, qui tout a l’heure etaient trop dilatees, se seront con- 
tractees, et reciproquement. Cette idee theorique est ingenieuse, mais il 
s’agissait de la rendre pratique; voici comment M. Lafay y est parvenu (*). 

II a considere le nomogramme deja construit N comme une perspective du 
nomogramme N' qu’on vent lui substituer, en prenant les points C t et C 2 
comme points principaux de distance . Dans ces conditions, les faisceaux de 
centres Cj et C 2 de la perspective deviennent des systemes de droites paral- 
lels inclinees a 45°, les lines dans un sens, les aulres dans l’autre, sur la 
ligne de terre, ou, ce qui revient au meme, sur la ligne A prise comme ligne 
d’borizon. II suffit alors de se donner la ligne de terre A'B' parallelement a A 
ou AB, pour pouvoir effeotuer la restitution perspective (fig. 71). 

Si, par C t et C 2 , on mene les droites GiV et C 2 V a 45 ° sur CiC 2 , on a le 
rabattement V du point de vue sur le tableau. Par suite, la transformee de 
toute droite sera parallele a la droite joignant le point V au point de ren- 
contre de eette droite et de A. En particular, aux axes Ox et Oy correspon- 
dront les axes O' x' et O' y' menes respectivement par les points A' et B' 
parallelement aux droites VA et VB. 


f 1 ) A I’occasion d une interessanle application a la representation nomographique 
des formules de Fresnel pour la reflexion vitree ( Journal de Physique theorique 
et appliquee, 3 e serie, t. VIII, 1899, p. 96). 
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De meme, si la bissectrice 01 de Bangle des axes Ox et Oy coupe AB en I 
et A' B' en I', la droite O'l qui correspond a 01 est parallele a VI. 

Si Ton rapporte le nomogramme N aux axes Oxet Oy, le nomogramme N' 
aux axes O' x' et O'y', puisqoe, d’une part, Ox correspond a O’x', et Or 
a Oy, que, d’autre part, la droite AB correspond a la droite de Tinfini 
sur O’x'y', on voit que les formules de transformation seront 

y_ mx n r 

bx-y-ay — ah ’ ^ bx-yay — ab’ 

si Ton pose OA = «, OB — b. 

Fig. 7 1 - 



Pour determiner les parametres m et n, ou plutot leur rapport, il suffit de 
remarquer que I’equation de la droite 0 1, qui correspond, ainsi qu’il vient 
d’etre dit, a 01, ou x = y, est 

ax — my ' . 

Or, nous venons de voir que O' x' , O'y' et O'l' sont respectivement paral- 
leles a V V, VB et VI. Si done nous menons par I les paralleles IL et I M a VB 
et VA, nous avons 

m _ VL 
n ~ VM ‘ 

Bn resume, une fois places sur le nomogramme primitif, les points Ci et C 2r 
d’oii se deduit immediatement V, la transformation voulue est definie par les 
formules ci-dessus, lorsqu’on prend deux axes O x' et O'y' comprenant entre 
eux un angle egal a AVB et que 1’on fait a = OA, b = OB, m = p.VL r 
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n — |x.VM, u etant un module dont on dispose en vue de l’echelle qu’on veul 
adopter. 

M. Farid Boulad a donne, en vue du me me objet, nil autre procede dont 
nous nous bornerons a faire connaitre Ic principe, qui cst ingenieux (- 1 ) : 
supposons qu’ayant dessine sur un transparent, un faisceau de droites faisant 
entre elles des angles egaux assez petits, on ait pu, par tatonnement, faire 
sensiblement passer les rayons de ce faisceau par les points de division irre- 
gulierement espaces de I’echelle courbe E qu’on veut transformer. Fixant le 
transparent dans cette position, appelons O son centre de rayonnement, OA 
et OB ceux de ses rayons qui passent par les points extremes A et 13 de 
l’echelle E, OM la bissectrice de 1’angle AOB qui rencontre E en M; cela fait, 
coupons le faisceau par un arc de cercle de rayon quelconque et de centre O, 
qui coupe OA, OB, OM en A', 13', M’. Les trois couples de points homologues A 
et A', B et B', M et M' clefinissent tine homologie de pole 0, dans laquelle les 
points homologues des points de division de E sont sur des rayons qui divisent 
1’angle AOB en parties egales. Le support de l’echelle E f , transformee de E, 
ayant en conimun avec 1’arc de cercle AMB ses extremites A et 13 et son 
milieu M, en difterera generalement fort peu; par suite, les rayons qui, sur 
cet arc de cercle, donneraient des divisions rigoureusement egales, donneront, 
sur le support de E', des divisions qui seront pres de I’etre, ce qui est le 
resultat recherche. 

64. Fr actio nneme nt des nomo grammes d points alignes. — Le 
trace d’un nomogramme a points alignes ne comportant que trois 
echelles simples, on pourra sur une meme feuille placer cote a cote 
plusieurs nomogrammes de cette espece. De la la possibility de frac- 
tion ner un tel nomogratnme, ses diverses fractions etant groupees sur 
un meme tableau. Pour nous placer a un point de vue tout a fait 
general, supposons l’eclielle ( 5 , ) fractionnee entre ses limites a { et b K 
en n K troncons et l’echelle i ^.») entre ses limites a 2 et en n-> 
troncons. Associant cliacun des premiers a cllacun des seconds, on 
voit qu’on aura ainsi a construire n y n , nomogrammes partiels. 

Mais, ainsi qu’on l’a deja re marque an n° 34, il arrivera sou vent, 
en pratique, que l’on n aura pas besoin d’associer routes les valours 
de Zf comprises entre a, et b K a toutes les valeurs de z 2 comprises 
entre a 2 et b± . Cela permettra, dans bien des cas. de reduire le 
nombre des nomogrammes partiels a substitucr an nomograinme total 
qu’on aura fractionne. Si, par exemple, il existe respectivement dans 
les intervalles de a, a b { et de a 2 a b-> des valeurs c, et c 2 telles que (*) 


(*) Association francaise pour Vavanccment des Sciences . Congres de Toulouse, 
jyio, p. 3 ;. 
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le svariables z x cl z-> soient ensemble superieures on interieures res- 
peetivement a c, cl a c 2 . on 11'aura besoin que dassocier le troncon 
(le a x a c, au troncon de a 2 a c-> et le troncon de c x a />, an troncon 
de c 2 a b 2 , ce qui no (era que deux an lieu de quatre nomogrammes 
partiels a construire a la place du nomogramme total qui associerait 
I’intervalle de a, ;i b , a 1 ’intervalle de a 2 a b 2 . 

11 arrivera, en outre, que plusieurs des troncons cles echelles frac- 
tionnees seront superposables, sinon comme graduation, du inoins 
com me support, ee qui introduira encore une simplification notable 
dans le clessin. 


65 . Syslemes < tlgebricjttes de points cotes. — Avant d'examiner 
les principals varieles d’equations representables par la methode des 
points alignes, nous dirons cjuelques mots de la construction de cer- 
tains systemes de points cotes cpii se reneontrent frequemment dans 
les applications. 

Si Pequation d un systeme de points cotes (5), lineaire en u et c, 
est algebrique et de clegre n en on dit que le systeme (z) est cilge- 
brique et de deg re n. Dans ee cas, le support du systeme est r en 
general , une combe d’ordre n. Puisque, en effet, a 1111 couple 
quelconque de valours donnees pour u et e 1 ’equation fait corres- 
pondre, en general, n valeurs pour z, c’est que, sur une droite donnee 
quelconque, il se trouve n points du systeme considere, ce qui etablit 
la proposition. 

Parmi ces systemes algebriques, les plus interessants a envisager, 
an point de vue des applications, sont ceux du premier et du cleuxieme 
degre. 

Un systeme ( ; ) du premier degre est defini par une equation 
telle que 

U -I- .3 V = o, 

oil U et V sont des lonctions lineaires en u et r. 

Le support de ee systeme est la droite qui joint les points L 1 = o 
et V — o, et puisque la position du point (z) sur cette droite depend 
lineaire ment du parametre 3, on voit que ces points ( z ) forment une 
echelle homographicjue. Ainsi done tout systeme de points du pre- 
mier degre se confond avec une echelle homo grciohi que, et, par 
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suite, d’apres ce qui a ete vu au n° 7, im lei systeme pe’ul ('•ire aise- 
ment construit lorsqu/on a determine trois de ses points. 

In systeme da second degre est defini par tine equation telle que 

U + jV- f- 2 2 w == o. 

on l , V et W sont encore des fo notions lineaires en u el e. 

Le support de ee systeme est une conique l dont l equation en 
coordonnees para lie I es est 

v^quw = o. 

Mais il sera generalement plus commode dr former son equation car- 
tesienne par l’elimination de c nitre les tommies donnant les coor- 
donnees x et y du point delini par Fequalion ei-dessus. 

Nous pourrions reprendre correlativement ici tout ee qui a ete dit 
a propos des s \ si ernes de droites du deuxieme degn* nt° 39). Nous 
aboutirions ainsi au resultat que voici : 

Les projections de tons les points du systeme ( z- ) a parti r de 
V an d'eux sur une droit e q u elconq ue for merit une echelle homo- 
grctphique. 

II sufflra de prendre cette droite parallele a celle joignant le 
centre du faisceau au point cote (ac) pour que cette Echelle soil 
metrique ( 1 ). 

De meme aussi que dans le cas d un sxsleme de droites, on aura 

pour a = o, le point U — o ou M, 

pour z = x, le point W = <> on N. 

et le point de rencontre des tangentes en ces points ala conique F sera 

V — o on I'. 

Den irminons, en outre, le point Q corrcspondant a one valeur 
particuliere z 0 , et par le point Q menons les paralleles QR et QS 
a MN et NP. 

Les droites du taisceau de centre M passant par les points (e), (z 0 ) 
et ( oc ) co u pent OR en R. en Q et a l’inltni. Done, la projection du 


( 1 ) II va sans dire, puisqu’on peut prendre une parallele quelconque a cette direc- 
tion, qu’on la choisira dans la pratique, de fa con que son module soit exacternent 
egal a Tune des subdivisions de l’etalon metrique dont on dispose, e'est-a-dire du 
double decimetre. 
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systeme fciite a pnrtir de M sur QR est une echelle metrique 
ayant R et Q pour points (o) et (s 0 ). 


Fig. 72. 



De ineme, la projection faite sur QS d partir de IS est une 
echelle metrique ayant S el Q pour points (o) et (\s 0 ). 

Remarque 1. — II est a peine besoin d’ajouter que si, dans tout ce qui 
precede, on remplace la variable -s par une fonetion quelconque f de eette 
variable, la theorie subsiste integralement, a eette seule difference pres que 
i’echelle d’ou, par projection, on deduira 1 ’echelle demandee, sera c.elle de la 
fonetion f au lieu d’etre une echelle metrique. 


Remarque II. — Nous avons vu (n°G3) que, par application de l’homo- 
gra phie la plus generale, on peut se donner arbitrairement quatre points 
cotes quelconques d un nomogramme a points alignes; d’autre part, nous 
venons de reconnaitre que toute echelle conique est entierement determinee 
par quatre de ses points cotes; il suit de la, ainsi que Fa remarque M. Clark 0 ), 
que, lorsqu’une echelle conique figure sur un nomogramme a points alignes, 
on peut tou jours fa ire en sorte que le support de eette echelle soit un cercle. 
Si, en effet, a, jB, y, 8 sont les valeurs de la fonetion J, que Pon fait corres- 
ponds aux sommets A, B, C, D du rectangle limite et si AT est la tangente 
en A a la conique support (Jig. 72 bis), on a, pour le rapport nnharmonique p 
du faisceau A(TBGD), 


P-7 

8 — y p — a 


Or ce rapport est aussi donne par 


sin ( D, A) sin (B, C ) 
sin ( D, G) sin ( B, A) 


{’) A propos d’une application particuliere que l’on trouvera plus loin ( n° 84). 
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Si le support est un cercle, on a 

( D, A ) = ( B, C) = 0, ( D, C ) = ( B, A ) = - (£ - 9 j . 


Fig. 72 bis. 



II en resulte que 

tang 2 6 = p, 

et il stiff! t de donner a G la valeur tiree de la, p ayant la valeur ci-dessus, 
pour que I’eclielle soit circulaire. 

Remarque III. — Jl est clair que I’artifice applique, au n° 39, a une 
equation du second degre, par rapport au parametre variable, si on l’etend a 
une equation de degre 71, montre que le faisceau projectif de tout systeme 
de points du /i i0l,lc degre, a partir de I’un d’eux, est egalcment projectif d’im 
systeme du n — i i0ine degre et, par suite, que ee systeme du /i u ’ mc degre pent 
etre obtenu par rencontre des rayons correspondants de deux faisceaux pro- 
jectifs de systemes du n — r'< % n>c degre, ce qui, de proche en proche, ramene 
la construction a des projections successives a partir de systemes du premier 
degre, e’est-a-dire d’une echelle metrique, si le parametre se confond avec la 
variable z, et de l echelle de la fonction f, si e’est cette fonction qui est prise 
pour parametre. On verra plus loin (n° 80) un exemple d une telle circons- 
tance. 

66 . Systeme particulier du second degre. — Prenons comme exemple le 
systeme defini par I’equation 

Z 2 +«,3 + P = 0. 

Ici, t etant une variable d’lioinogeneite, on a : 
pour z — o, e — o ou B, 

pour c = oc, t — o ou le point I a Pinfini sur A u et Be. 

Les tangentes en B et I sc coupent au point u — o ou A (Jig. /3). 

La conique T est done une hyperbole tangenlc en B a AB et ayant Am pour 
asymptote. 
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Pour z — i, on a 

tt + M- I = O, 

e’est-a-dire le point M x situe sur ia parallele equidistante des axes, et tel 

que OMj = — - • 

2 

Si nous projetons les points B, Mi et I a partir de B sur OM 1? nous avons 
les points O cote (o), Mi cote (i) et I, a l’infini, cote (00), done une echelle 
metrique. Par suite, en portant sur OMi les segments M t m 2 , ra 3 m 4 , . . . 

egaux a OM 1? nous aurons les rayons B/?r 2 , B/;i 3 , B m 4 , sur lesquels 

devront se trouver M 2 , M 3 , M 4 



Projelons maintenant le> points B, M t et I a partir de I sur AB; cela nous 
donne les points B cote (oi, O cote (1) et A cote (00 ). Prenons le syme- 
trique A de M 2 par rapport a O; tirons BN qui coupe A u en C et projetons 
I’cclieUe AB a partir de C sur ON. Les points B, O et A nous donnent les 
points \ cote (o), O cote(i) et I, a 1 ’infini, cote (00). L’echclle sera done 
metrique et, puisque, par construction, NO = OM l5 le point cote (2) coi'nci- 
dera avec Mi, le point cote ( 3 ) avec /n 2 , le point cote. ( 4 ) avec m 3 , .... Les 
rayons CM 1? G m%, Cm 3 ... nous donneront done sur AB les points m'„, m'. ir 
.... A leur tour, les rayons unissant ces points au point f, e’est-a-dire 
les paraileles aux axes menees par ces points couperont les rayons eorrespon- 
dants Bw 2 , Bm :1 , B/n 4 , ... aux points M 2 , M 3 , M 4 , ... qui sont les points 
cotes (2), ( ( 4 ) dans le systeme considere. 

La consl ruction est absolumeul generalc : pour avoir le point M-, cote(z) r 

porter sur < LYl, les segments O m z = Nm~_ 1= = tirer la clroite Cm--, 

2 2 ~ 1 

qui coupe AB au point m’- \ la parallele aux axes menee par ni- coupe le 

rayon Bm- au point M - cherche. 

bi 1 on pi olonge l> m - jusqu en sa rencontre p z avec A u, et C///- jusqu en sa 


l> oc.u; \ [•; 


12 
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rencontre q z avec Bp, on voit que 


Xp. — 2 0 m z = z 
et 

B q z — 2 N m z -i — z. 

De la une variante He la construction, indiquee sur la figure pour z = -• 

Nous allons etudier maintenant plus en detail les nomogrammes 
de genres divers (n° 57, dernier alinea) auxquels s’applicjuela methode 
des points alignes. 


II. — Nomogrammes de genre zero. 


X - — Nomogrammes a trois echelles paralleles ( 1 ). 


67. Type des equations correspondantes. — Ces equations soul 
eelles de la forme ( - ) 

( ) ./l + ~f:i 

auxquelles est applicable la methode des abaques hexagonaux (n° 31). 
Rappelons qu’on y ramene aussi eelles de la forme 

. . l/l/s=/3 

en les eenvant 

lo S/i -+- log/s = log/3. 


Pour representer l’equation (E) ci-dessus par un nomogramme a 
points alignes, posons ( ;! ) 

( z i ) u — IMfi, 

( z i ) v = p.,/2 , 


(') Tout nomogramme a points alignes comportant trois echelles rectilignes con- 
eourantes peut etre ramene a ee type par une transformation homographique rejetant 
a I’infini le point de concours des trois supports. 

( 2 ) Voir le premier renvoi du n° 57 ( p. i.56). 

( :i ) Nous supposons que et z 2 sont des variables independantes naturelles de la 
question ( voir le second renvoi du n° 16). 

Quoique ce ne soit pas rigoureusement indispensable, il est preferable, au point de 
vue de la precision, que l echelle du resultat (z :i ) se trouve entre les echelles des 
donnees et. (j a ). 

Par suite, si l equation (E) s'ecrit 

/.-/,=/„ 

les fonetions /, el f 2 etant positives, on pose 
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ce qui nous (lonne, pour les^points (^ 3 ), 


a v 

— 

Pi P2 


equation qui, avec le choix d’axes que nous sommes convenus de faire 
( n° 08) deiinit, en coordonnees cartesiennes, les points 


x 


- Pi “ ! J -i 
0 > 

Pi -i- p 2 


V = 


Pi Pa f 
Pi H- p 2 


L’expression de x ne renfermant que des constantes, on voit que 
les points (.s 3 ) sont distribues sur une parallele Cup aux axes, dont le 
point de rencontre C avec AB {Jig. 67, p. 1 5 c> ) est tel que [for- 
mule ( 3 ) du n° 08} 


(>) 


CA 

'OB 


!JL t 


U> 


Si done nous representons par 
( 5 3 ) ‘V = Pa/s 


l’echelle de la lonction determinee sur eet axe, nous voyons, puisque 
(v se confond avec y, que nous avons 


.. _ P> Pa 

P 3 _ 

0.1 - <J.o 

1 _ 1 [ 

P* Pi Pi * 

En resume, ayant clioisi arbitrairement les modules et p 2 , et en 
ayant deduit le module p ;t par la formule (2), nous voyons que pour 
eonstruire le nomogramme de l eq nation (E) ci-dessus, il sujffit , ayant 
pris sur la droite AB le point C determine par la formule (1), de 
metier par les points A, B, G trois axes paralleles Aw, Be, Gee et 
de porter sur ces trois axes a partir de leurs or i pines A, B, C, 
respective merit les echelles dejinies par les f or mules {zf), (z 2 ) 
et (z 3 }. 

Pratiquement, on disposera les parties utiles des echelles sans avoir 
egard a la position des origines A, B, G sur les axes, ainsi qu’on le 
verra au numero suivant. 


Oil 

(2) 


Remarque . — Dans le eas particular ou I on prend sur les axes 
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Aii el Be des modules egaux u, = u 2 , la formule ( i) montre que Cte 

se confond avec O y, et la formule (2) que l’on a u ; , = ce qui 
d'ailleurs (“tail evident a priori. 

68. Disposition et limitation des echelles. — Cest la libre dispo- 
sition que I on a des modules a, et p. 2 qui fait toute la souplesse de la 
methode. Rappelons que. dans la methode des abaques hexagonaux ( * ), 
ces modules sont necessairement egaux; il en resulte que si, «, et 
b t1 a . 2 et b<2 etant les limites respectives de z t et de z. 2l les diffe- 
rences /, ( b 4 ) — f { (a x ) et fo(b-2 ) — presentent entre elles un 
notable ecart, il en yst de meme des longueurs des echelles (z t ) et 
(z 2 ). Avec la presente methode, on est fibre, dans tous les cas, de 
donner aux echelles la meme longueur , 011, tout au meins, des lon- 
gueurs sufffsamment rapprochees si l’oii a, par ailleurs, a satisfaire 
a d’a 11.tr es convenances. 

On pent tout d abord se donner arbitrairement la longueur L des 
echelles qui appartiennent en general ala categorie des echelles dites 
usuelles (n° 5 )ou de leurs derivees (n°6). Les modules a, et jx 2 sont 
alors donnes respectivement par 

f 

I _ L 

j\lb\) Ji(cii) ‘ ( « 2 ) 

et le module u 3 par la formule (2) du n° 67 . On pent faire alors 
l’analyse des echelles (s,), (z 2 ) et (z 3 ), comme cela a etc indique au 
n° 2. 

Si cette analyse fait, reconnaitre que certains intervalles sont trop 
petits, il n v a qu’a multiplier les trois modules d’abord choisis par 
un memo nombre. 

Portons alors sue deux axes paralleles les echelles (j,) allant 
du point P 1 au point O,, et (^ 2 ) allant du point P 2 a 11 point ()> 

(fig- 7 -i) C 2 )- 

L’inclinaison de l ave AB, non trace, des origines, par rapport 
aux axes de coordonnees \ u et Be etant quelconcjue, nous sommes 


(’) Kappelons aussi quo cette methode exige le maintien de 1'orientation du trans- 
parent, sujetion dont est atlVanchie la presente methode. 

( 2 ) Sat- cette figure et les suivantes la portion graduee de chaque axe est indiquee 
par «n trait gras. 
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Jibres de choisir les points P 4 et P 2 sur une nieine perpendieulaire a 
ces axes. Les longueurs des echelles etant e gales, la figure P, Q, Q 2 P 2 


Fig. 74* 



formee par ces echelles est un rectangle. Puisque l’echelle (; 3 ) sera 
parallele a celles-ci, le plus petit angle sous lequel elle sera rencontree 
par l'index servant a la lecture sera egal a Tangle Q,P,Q 2 . Gomme, 
d/autre part, Tecartement des axes est quelconque, nous pourrons en 
disposer de facon a donner a cet angle telle valeur qu’il nous plaira. 
Si, par exemple, nous j adoptons la valeur 45°, nous n’aurons qu’a 
prendre Tecartement P< P 2 des axes egal a la longueur P 1 Q 1 des 
echelles. Le quadrangle limite de l’abaque sera alors constitue parun 
carre et l’index coupera toujours les support^ des echelles sous un 
angle compris entre 45° et qo°. 

Tracons alors la parallele P 3 Q 3 aux axes telle que 

Pi P» = im . 

P 3 P? 

et choisissons un couple de valeurs z' l et z' t des variables z t et z 2 , 
pour lesquelles la valeur correspondante de ^' 3 de la variable z 3 se 
deduise tres aisement de l’equation donnee. 

Tirant sur la figure la position correspondante R, R 2 de l’index nous 
obtenons sur P 3 Q 3 le point R 3 cote z' 3 . Connaissant ce point et le 
module p 3 nous pouvons tres aisement construire l’echelle de la fonc- 
tion / 3 , en la limitant d’ailleurs aux droites P, P 2 et Q 4 Q 2 . 

Tel est le type theoriquement le plus parfait du nomogramme a 
supports rectilignes paralleles. On pourra en pratique s’en ecarter 
plus ou moins. 

II est bien evident, par exemple, qui si les valeurs de [a, et p . 2 calcu- 
lees plus liaut ne s’expriment pas par des nombres simples, on les 
arrondira pour qu’il en soit ainsi, ce qui introduira une inegalite entre 
les longueurs des echelles; d’autre part les necessites du format pour- 
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ront conduire a reduire Fecartement des axes et, par suite, a abaisser 
un peu la limite inferieure 45° qu’on s’etait d'abord imposee pour 
l’angle de 1 ’index avec les supports. 

II peut arriver d’ailleurs que, pratiquement, les valeurs limites de 
chaque variable et z- 2 n’aient a etre associees qu a une certaine 
partie de Fechelle de l’autre. Dans ce cas Fechelle (z :i ) pourra etre 
reduite de longueur. 

Supposons, par exemple, que le nomogramme ne soil utilise que 
pour des valeurs de z t et de z 2 satisfaisant a une egalite telle que 

l r Oi, *») > o. 

Considerons toutes les positions limites de l index, c’est-a-dire celles 
qui joignent les points dont les cotes satisfont a F equation 

F(si. z 2 ) = o. 

Ces positions limites enveloppent une courbe C ( fig. et -5 bis ) 


Fig. 7"). ' Fig. -0 bis. 



et Finegalite de condition signifie. selon le cas, que Findex doit 
etre exterieur a cette courbe, ou, an contraire, la rencontrer. La 
position extreme de Findex sera Fane des tangentes menees de et 
de Q 2 a la courbe C. Si Finegalite donnee exprime cjue Findex doit etre 
exterieur a la courbe C, Fechelle (z :) ) ne devra etre construite qu’entre 
les points I y 3 et Q 3 { Jig. -5 ) ; si, an contraire, elle exprime que Findex 
doit rencontrer la courbe C, Fechelle (z :t ) devra etre construite entre 
les points P :( et {fig- j5 bis). 

69. F r actio nnem* nl des echelles. — On peut effectuerle fraction- 
nement des echelles comme dans le cas des abaques hexagonaux. 
Soient c { et c 2 des valeurs des variables et z 2 intermediaires entre 
leurs limites respectives a { et 6,, a 2 et b 2 . 
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On pourra fractionner le nomogramme en quatre autres ainsi 
li mites : 


I z t entre a\ et c y, z. 2 entre a 2 et c 2 , 

If » C( et z-2 » c 2 et b. 2 , 

III. ... z v » a \ e t c i . z=>_ » c 2 et b. 2 , 

IV z i » Cj et by. z 2 » a ^ et e 2 . 


Nous pourrons construire le nomogramme 1 au mojen de trois axes 
paralleles (zy), (^ 2 ), (33), gradues sur leur cote gauche par exemple 
(/*■£'■ 76 ), et le nomogramme It au mojen des memes axes gradues 

sur leur cote droit, le rapport — des modules etant, bien entendu, 

[T 2 

suppose le meme dans les deux cas. 




W) 


De meme pour les nomogrammes III et IV en remarquant que I on 
pent se resservir pour ceux-ci du meme axe (j,), mais en l associant 
avec deux autres nouveaux axes {z 2 )i et 

Les chi fires romains inscrits a cote des diverses graduations 
indiquent la facon dont elles doivent etre associees ( ' ) . % 

D’ailleurs, suivant une remarque deja faite au n° 31 , et surlaquelle 
il convient d’insister, il arrivera souvent qu il existera entre a K et by 
d’une part, a 2 et b-> de l’autre, des valeurs c { et c 2 telles cju’une valeur 
de z, inferieure a c t n’aura jamais a etre prise avec une valeur de z 2 
superieure a c 2 , et vice versa , ce qui fait qu' il n’j a lieu de considerer 
que les combinaisons I et II. 

Pour ce qui est du fractionnement en un plus grand nombre de 
parties, il n'y an rail qu’a repeter ici ce qui a ete dit a la f in du n° 31 .. 


( l ) En pratique, ce mode dissociation est rendu encore plus frappant au regard 
par Pernploi de marques de diverses couleurs, une meme couleur etant aflectee aux 
portions (Paxes qui se correspondent. 


a 2 c 2 c 2 

(03) (^3), (Zi) Uj), 


Fig. 7b . 


0 

b. 


C 2 

^2 ^ 2 

<p 

(ID (I) 

(D) 

(I) 

(n) 

(in) 

(IV) 

(HD 

(IV) 

(HD 
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70. Exemples : i° Sixieme type de no/no gramme pour la multiplica- 
tion. — Ecrivons encore l’equation de la multiplication sous la forme 

log^i -f- log z-2 — log z :i . 

La symetrie de cette equation nous conduit, dans le cas general, a prendre 
pour les echelles (s t ) et (z 2 ) des modules p. egaux. Des lors, le module de 
l’echelle (s 3 ), portee sur la parallele equidistante des deux axes, sera egal 
u 

a (n° 67, Remarque finale ). Pour que cette derniere echelle soit du type 

usuel, il suffit, si varie de i a too, comine dans les cas precedents, de 
prendre ( n° 5 . 2 0 ) 

u 

— = i 
2 

Oil 

- p = 2J0 m,M . 

Gela donne, pour la longueur L des echelles ( *), 

L = i25 m,n . 

Afin de reduire les dimensions du tableau, nous fractionnerons les echelles ( Z \ ) 
et (z 2 ) vers le milieu de leur longueur, soit au point cote 9 , et, suivant ce qui 
a ete vu au n° 69, nous porterons les deux fragments de 1’echelle (j,) de part 
et d’autre de l’axe des u {fig. 77 ), les deux fragments de Iechelle (c 2 t de part 


Fig. 77 . 



et d’autre de I’axe des ce qui donnera pour (z :i ) deux fragments de part et 
d’autre dc la parallele equidistante des deux premiers. 


(') La figure 77 est une reduction du nomogramme eonstruit avccces modules. 
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En outre, le point cote 3 du second fragment des echelles ( 5 !) et (z z ) a ete 
dispose de telle sorte que le point cote io du second fragment de l’echelle (z s ) 
se trouve en face du point cote i du premier, ce qui fait que les points cotes 9 . 
et 20 , 3 et 3o. .... et, generalement, z 3 et 10 z 3 coincident egalement. 

Enfin, pour associer un nombre du premier fragment de (z t ) a un nombre 
du second fragment de (,s 2 ), nous repeterons celui-ci sur un nouvel axe des c, 
en portant le fragment correspondant de (z 3 ) sur la parallele equidistante de 
ce nouvel axe des e et de l’axe des u. 

Ce dernier fragment se compose des troncons de 3 a 9 d’une part, et de 9 
a 3o de l’autre, empruntes aux;deux premiers fragments de (z 3 ) et il suffit, 
pour le disposer, de remarquer que son point 3 doit se trouver sur la droite 
qui joint le point 1 du premier fragment de (^ t ) au point 3 du troisieme frag- 
ment de ( z 2 ). 

Les fragments qui doivent etre associes ensemble sont marques d’un meme 
chiffre romain. 


Moments d'inertie des rectangles ( 1 ). — Le moment d’inertie I cl'un rec- 
tangle de base b et de hauteur h, par rapport a la parallele a sa base menee 
par son centre, est donne par la formule 


qui peut s’ecrire 


bid 

19 


log b -+- 3 log/? = log 19 logl. 


Si l’on veut donner aux echelles de (b) et de (h) la meme longueur, il 

faut construire les echelles de log<5 et de 3 log/? avec les modules pet^'j 

3 

ce qui rend ces deux echelles identiques. 

La formule ( 1 ) du n° 67 montre alors que l’echelle (Jj divise l’intervalle de 
1 echelle ( b ) a l’echelle (h) dans le rapport de 3 a 1 . et la formule ( 9 ) que le 

module de cette echelle (I) est egal a -• 

4 

Si done on veut que l’echelle (I) donne le meme degre de precision que 
l’echelle logarithmique usuelle (n° 5, 9 °), il faudra prendre 


d’oii 


<). 

— f ~ I 9 J r 

a 


<x — 5oo mm . 


(’) On remarquera sur ce nomogramme que le sens positif des axes Au et Be a ete 
pris de haut en has, contrairement ala convention habituelle. Cette disposition a ete 
adoptee par le dessinateur, M. Prevot, qui l’a s^^stematiquement appliquee pour tons 
les exemples analogues, afin de rapprocher ces tables graphiques des tables nume- 
riques, sur lesquelles le sens eroissant va toujoui’s de haut en bas. 
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Et si l’on fait varier b et h de 0,1 a t, la longueur L des echelles sera egale a 
5 oo imn ( 1 ). 

Sur la figure 78, ce nomogramme a ete reduit environ au l. 

o 




3 ° Marche cl'iine troupe en colonne. — Soient V la vitesse en metres par 
minute d’une troupe en marche, T le temps de la marche en minutes, E 
Fespace parcouru en hectometres. On a 


(0 



TOO 


Soient mainteriant T' le temps de la marche en heures, E' I’espace parcouru 


( 1 ) II serait bon, avec ce choix de module, de fractionner les echelles en deux 
parties k peu pres egales, comme on vient de le faire pour le nomogramme de la< 
multiplication, afin que le tableau fut plus maniable. 
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en kilometres. On a 

60VT' 6VT' 




E' = 


IOOO 


IOO 


Les tommies (1) et (2 ) sont utiles aux officiers d’Etat— Major. M. le capitaine 
Goedsels, professeur a PEeole de Guerre de Bruxelles (aujourd’hui adminis- 
trate 11 v de M ’I iservatoi re Royal de Belgique) , lesa traduites en n onto gram me ( 1 ) 
de la rnanie e suivante : 

Ecrivons-les 


(>•') 


logV -+- log T a = logE. 
log V -+- log 6 T' — ■>. =z logE'. 


Occupons-nous d’abord <le (1 '). Pour les besoins de la pratique, i! suffit 
d y faire varier \ de y> a 100, T de 6 a 66. Fractionnant cette seconde echelle 
au point 2 \ on aura un premier nomogramme fragmentaire avec V -variant 
de y>. a 100. T de 6 a aj, un second avec V de 72 a 100, T de >4 <• 66. 

Or, on a 

log 100 — log 72 = o, i 43 , 
log a.j — log6 = 0,602, 

- log a i = 0,439. 


log 66 


Si done [x, est le module de Pecheile (V), [j. 2t et 722 ceux des deux frag- 
ments de Rochelle (T). on devrait avoir, pour que les trois echelles fussent de 


meme longueur. 


(I oil 


7-21 = 

On prendra evidemment ici 

. 721 


0,14371 — 0,602721= 0,439722? 

7 1 .. 7i 


1 , > 


O.o.) = 

* "" 3,06 


7i 

/ 

I 




71 

3 


Les modules correspondan ts des fragments de Pecheile (E) seront done 
donnes, d’apres la formule (2) du n° 67 , par 


73 1 


7 1 


7i 

*"= j’ 


ct ces deux fragments dc Pecheile (E) diviseront les intervalles compris entre 
lechclle (V) et les deux fragments de Pecheile (T) respectivement dans les 
rapports de 4 ou 3 a 1. 

Pour lequation (2 ), on voir qu il suffit de reprendre les memos echelles 


(’) Revue de I’armee be! ge . t. \ i mars-avril 0898). 
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( V) et (E) et d(' modifier simplemont 1 ’echelle (T) en divisant ses cotes par G 
puisque, pour Je memo point, on aura 


II suffira d’ in sc lire la graduation (T) sur un cote du support, le cote droit 
par cxemple. et la graduation (T') sur 1 ’autre, e’est-a-dire le gauche. 

C’est ainsi qu a ete obtenu le nomogramme du capitaine Goedseels, represcnte 
par la figure 79 qui est la reduction a la moitie en\iron de I’original. Sur eet 
original, l auteur avait pris pi — i m , ce qui donnait pour Tintervallr des points 
100 et 73 

i n, (log 100 — log 75) = 0"', 1 7 . 5 . 


II est facile, s’il s’agit de longs parcours, de tenir compte des lialtes. Sup- 
posons, par cxemple. que la marclie s’effectue avec une halte de dix minutes 
pa r heure. II faudra alors, sur l’echelle (T') ( celle de gauch<*;, avancer de 
di\ minutes I’origine de chaque heure, ce qui donne la chilfraison afiVctee de 


Fig. 


79 - 



V 



V indice 1. Avec une halte de die minutes p ar deux heures , on obtient de 
ineme la chilfraison alfectee de V indice 2. 



REPRESENTATION PAR POINTS ALIGNKS DANS LE CAS DE TRQIS VARIABLES. 1 89 

Exemples numeriques : 

i° Temps mis par une troupe marchant a la vitesse de 8o m , pour parcourir 
*7 kin - La position (f) de 1 index:, marquee enpointille sur la figure, donne (chif- 
fraison de gauche) 

T = 7 h 4 1 ,n (sans haltes), 

T — 9 11 u m (avec une halte par heure), 

T = 8 l, >.i m (avec une halte par deux heures). 

■>.° Profondeui d une colonne qui s’ecoule en 17 minutes a la vitesse de 90'". 
ha position (If) de lindex. avec la chifFraison de droite pour T, donne i6 :in , 1 
ou i6io tn . 

3 ° Profondeui' d une colonne qui defile en 4 minutes a la vitesse de 7 2 m . On 
applique iei le principe des multiplicateurs correspondants ( n° 20) en multi- 
pliant V par 10, ce qui exige que la lecture E soit divisee par 10, ou, ce qui 
revient au memo, faite en decametres. La position (III) de l index, avec la 
chifFraison de droite pour (T), donne >8 Dm ,8 ou 288'". 

Nous avons insiste sur les details de construction des nomogrammes 
de ce genre parce qirils sont d’un usage courant dans la praticpie. Ce 
qui vient d’etre dit suffira, esperons-nous, a eviter tout tatonnemenl 
dans les applications de la methode. On en trouvera d'ailleurs par la 
suite d’autres exemples (n° 112). 


13 . — NOMOORAMMES a TROIS ECIIELLES RECTILIGNES DON'T DEUX PARALI.ELES ( 1 ). 


71. Type des equations correspondanles. — Le choix des ori- 
gines sur les .axes A u el Be, pris pour supports des deux echelles 
paralleles, etant quelconque, on peut placer ces origines aux points 
on ces axes sont rencontres par le troisieme support. Les points (- 3 , ) 
cl (so) ajant alors respectivemcnt des equations de la forme 

( 3 ,) M=p,/l, 

(-0 O = p 2 / 2 , 


celle des points ( 3 ;t ) peut s ecrire 


11 j. v 

-/H =0. 

Pi ^ P2 


C) Une transformation homographique perrnet de ramener a re type tout nomo- 
gramrae a points alignes comporlant trois echelles rcctilignes quelconques, en reje- 
lant a I’infini I’un des sommets du triangle forme par les trois supports. 
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p-i et ;x 2 etant des modules quelconques, ee qui donne. p. • {'equa- 
tion representee, 

(E) J'lfs fi — O. 


Prenant toujours la droite AB comrae axe des x en pla$ant l’ori- 
gine O au milieu de AB et adoptant le sens OB comme sens positif , 
on voit que le point (z 3 ) est defini par 


( ~3 ) 


X = 0 


; j -i — v-jfi ' 
Pi -t- P 2/3 ’ 


si Ton pose OB = 0. 

En resume, pour representer par 1111 nomogramme a points alignes 
fequation (E) ci-dessus, it stiff it. ay ant pris sur Ox les points A 
et B symetriques par rapport a O ( le point B etant snr la partie 
positive de Ox), et mene par ces points deux axes par alleles A u 
et Be, de porter sur les axes Au, Be et Ox, d partir de leurs 
engines A, B et 0, respectivement les echelles definies par les 
J or mules (s f ), (s 2 ) (^s)- 


Remarque. — Pour que les echelles des variables < - , et (zf), 
prises comme independantes, comprennent l echelle (z :) 1 . if faut que* 
la fonction f s soit constamment positive entre les limites rmisiderees. 
Si elle devenait negative a partir dome oertaine valeur. on aurait 
recours a un fractionnement (n° 64 ) en posanl , pour la seeonde partie 
du monogramme, 

r = p 2 / 2 . 


72. Disposition des echelles ( 1 )• — Faisant en sorte, en vertn de la 
remarque precedente, que les points (,s 3 ) soienl situes entre les axes Au et 
Be, on pourra toujours, comme on l a vu au n° 68, disposer de a, et p 2 de 
l’acon a donner aux echelles {z\) et (.s 2 ), entre les limites adoptees, la me me 
longueur, les droites P, P 2 et Qi Q 2 qui joignent leurs extremites avant 
d’ailleurs une inclinaison quelconque par rapport a la direction des axes Au 


C) La discussion malhematique de la meilleurc disposition a donner a tin tel 
nomogramme, developpee dans ce numero, n’est evident ment pas indispensable a 
I'applieation de la methode; elle est interessante toutefois en ce sens qu’elle fait 
connaltre une disposition lirnite perrnettant de ti re r de la methode h s plus grands 
avantages. En pratique, on se tirera d’affaire par un rapide tatonnement; mais nous 
avons tenu, dans les applications subsequentes, a pron'dei rig-om-eu-* n ent de facon 
a fournir de veritables modeles theoriques. 
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■et Be, telle cependant, quant a present, que Tangle P1Q2P2 soit inferieur a 
Tangle P1P2Q2 {fig* 80). 

Nous sommes libres egalement de disposer de Tecartement des axes paral- 

Fig. 80. 

Qa 
C**) 


leies. Pourrons-nous encore ici le fixer de maniere que Tangle sous lequel 
Tindex rencontrera le support P 3 Q 3 de Techelle (s 3 ) ne tombe pas au-dessous 
d’une certaine limite? 

Si, par le point Pi, nous inenons des paralleles, d’une part P t q 2 au sup- 
port P 3 Q 3 , de Tautre aux diverses positions de Tindex, nous voyons que le 
minimum de Tangle en question est Q 2 Pi< 7 2 , inferieur au minimum Q2PsQi 
de Tangle que Tindex fait aver les supports paralleles. Ge dernier angle varie. 
en effet, de Q2P1Q1 ou P1Q2P2 a P1P2Q2 en passant par 90°, et nous venons 
de supposer par bypothese P t Q 2 P 2 <C PiP 2Q2* Toute la question revient done 
a fixer la position relative des echelles, de facon a rendre l’ angle C^Pi^ 
le plus grand possible. 

Si d’abord, en conservant Tinclinaison de la droite QiQ 2 , nous changeons 
Tecartement des axes, toutes les largeurs devront etre modifiees proportion- 
nellement. Le probleme peut done s’enoneer ainsi : Parmi tons les couples 

de points Q 2 et q . 2 pris sur la droite Qi Q 2 et tels que le rapport 9 - ~ 

Qi Q2 

soit constant . quel est celui qui est vu du point Pj sous le plus grand 
angle ? 

Soit {fig. 81) q o, Qj Tun quelconque de ces couples de points. Pour en 
obtenir un autre quelconque q\. Q 2 , nous n’avons, apres avoir joint les 
points qi et Q 2 a un point quelconque S" de Q1P1, qu’a mener par P t des 
paralleles Pi q' 2 , Pi Q 2 aux droites S "qi, $" 0 . 2 * P suit de la que Tangle sous 
lequel le segment qi Q 2 est vu du point Pj est egal a Tangle q' 2 S"Q 2 . G’est 
done ce dernier qu’il s'agit de rendre maximum. II le sera lorsque le cerele 
eirconscrit au triangle qi S" Q 2 , cerele qui passe par les points fixes q 2 et Q 2 . 
sera de rayon m i n i m •m , et cette circonstance se produira lorsque ee eercle 
sera tangent a la droite P1Q1. Soit alors S son point de contact. L’angle maxi- 
mum est done egal a q[ 2 SQ 2 et les points q 2 . Q 2 correspondants s obtiennent 
en menant par le point Pj les paralleles Pi q 2 et PiQ 2 a S q \ 2 et a SQ 2 . Le 
probleme est ainsi resol u. On peut en mettre le resultat sous forme analv- 
tique. 
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En eflet, de ce que 

Qi S‘= Qi q [ 2 x q.q;, 

il resulte, par proportionnalite, que 

Q1P1 = Qi ^2 x Qi Q2 ? 

Fig. 81. 



ou, si l’on represente par A le rapport constant 


Q1Q2 
Q 1 <72 7 


que 


*QiPi = QiQ 2 , 


ou encore, si l’on appelle I . la longueur P1Q1 des echelles paralleles, D la dis- 
tance Q t Q 2 , 


(1 ) 

Alors 


D= L yj k. 



L 

7 ^' 


Appelons « 3 et b 3 les valetirs de la variable correspondant aux points P ;i 
et Q3 (Jig- 80). Nous avons, en vertu de la formule ( 3 ) du n° 58 , 


P|P 3 Pi 

QlQii 

pi 

P 3 P 2 Pi>/:i< « 3 ) ’ 

Q:>Q 2 

P2 /3(^3)’ 

PlP:s __ Pi 

Qi Q 3 

Pi 

Pi P 2 Pi ■+■ p»/:J ( a \ ) 

Q.Q -2 ” 



et, par soustraction, 

1 _ Qi <72 _ Pi [*■*[/*( a 3 ) — fz(bz) j 

a QiQ.' Lpi-p p 2 y 3 (« 3 )j [pi-+- ) 
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Oil 

(a) k - ^/ 3 (a «)3 r^i-+ 1^2/3(63)] 

1^1:^1/303)— M b $) J 

Si la valeur de -la fonction / 3 est infinie pour I’une des limites, a 3 par 
exemple, on a 

(2') / c =: ii 

H-i 

II n’y a plus qu’a porter cette valeur de k dans la formule (1). 

L’ecartement qui vient d’etre determine, en vue de rendre maximum 
Tangle ^ 2 PiQ 2 , est independant de Tangle que Q1Q-2 fait avec Q1P1. Si l’on 
fait varier cet angle, les points q 2 ct Q 2 parcourent les cercles deceits de Q, 
com me centre avec les rayons 

Qi?s=- 7 = > Qi Q* = L \/k, 

\/k 

et, puisquc le point Y\ se trouve entre ces deux cercles, Tangle ^ 2 P,Q 2 aug- 
mente au fur et a mesure que Qi Q 2 se rapproche de Q, Pi {fig. 8a). 


Fig. 82 . 



Mais on ne saurait faire croitre cet angle indefiniment, parce que Tangle 
P1P2Q2 devenant, contrairement a Thypothese faite jusqu’ici, plus petit 
que Pi Q 2 P 2 , decroitrait indefiniment. 

Arretons-nous dans la position pour laquelle les angles PiQ 2 P 2 et PiP 2 Q 2 
sont egaux. Le triangle Pi Qi <7-2 est alors isoscele, et le point Q 2 se trouve sur 
le cercle decrit de Pi comme centre avec 1 ’ecartement D, calcule par la for- 
mule (1), pour rayon. 

D’autre part, les triangles PiQi^ 2 et PiQiQ 2 ayant un angle commun Qi 
compris entre cotes proportionnels, car 

Qi Qa _ Qi P 1 f. 

Qi Pi Qi ^2 

sont semblables, et le triangle QiPi5 r 2 est lui-meme isoscele. 


D ? OCAGNE 
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En resume, ay ant fait ehoix des modules \x x el tx 2 , cle f aeon que les 
deux echelles (z { ) et ( z 2 ) aient une meme longueur L, et ayanl calcule k 
par la formule (2), on prend pour point Q 2 Vun des points de rencontre 

des cercles deceits de I-*! et Qj comme centres avec le rayon h\/k. Le sup- 
port de V echelle (z^) est alors une droite antiparcdlele de EiOj et P 2 0 2 
par rapport a Pi P 2 et Q) t Q 2 . 

II va sans dire, encore une fois, que la disposition des eebelles qui vienl 
d’etre etudiee, theoriquement la meilleure, ne s’impose pas dans la pratique, 
et qu’il suffira, pour les applications, de choisir une disposition qui n’en soit 
pas trop eloignee. 

On pourra notamment substituer aux valeurs de p., , de u 2 et de k rigou- 
reusement calculees des valeurs arrondies qui n’en different pas beaucoup. 

Remarque . — Si les points P 3 et 0 3 coincident respect ivemen t avec les 
points Pj et Q 2 , on a k = 1, et les triangles P1Q1Q0, P1Q2P2 sont equilate- 
raux. Mais le minimum de l’angle de l’index et du support P 3 0 3 descend ici 
necessairement a zero. 


73 . Exemples : i° Septieme type de nomo gramme pour la multiplica- 
tion ( 1 ). — Ecrivons l’equation de la multiplication 

^ 1 Z * — Z 3 

sous la forme 

^3 

— — z 2 = o. 
z \ 

Elle sera des lors representable (n° 71 ) par les svst ernes de points cotes 


Oi) 


U — 



( Z ± ) V = — fi.» z .±, 

( ? \ [A 1 [X 2 Z 3 

' *■’3 ) X = 0 - . 

Pi 4 - p2 

Gonvenons de faire varier z l et z, 2 de i a 10. Puisque les segments portes 
sur Am et Be sont de sens contraires, et que u deeroit lorsque augmente, 
le sens de la giaduation sera le meme sur les axes paralieles. 

Prenons des lors 


ce qui nous donne 
et, cn outre, 


a \ = i o, b x — i , 
a, = io, b 2 — i, 

m 3 =ioo, b :i — r, 


fydb { ) — /^(a, ) 
f'd b > ) — / 2 (a 2 ) 


J_ __ _ 9 _ 
io io 
— 14-10 = 9. 


0 ) Correlatif du troisieme type ( n° 25 , i°) 
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L’echelle (z 2 ) etant rnetrique, prenons pour cette echelle ia graduation du 
decimetre, c’est-a-dire 

. , , cm 

\ J -i— 1 9 


d’ou 

L = 9 cm . 


Pour que 1’echeile (zi) ait me me longueur, if faut done que 

9 


d’ou 


9 


'Jt-! — 10 


La formule (a) du n° 72 donne 
k 


io(ioo — i) 


ct 


— — 1 , 2 : 12 . 

9 




La formule (i) du merne numero donne done a son tour 

D = 1,1X9'™= 9° m , 9- 
Pig. 83. 



Nous p rend rons 

D — io CIn . 


fl est des lors facile de construire le parallelogrammo P 1 Q 1 Q 2 P 2 (fig- 83) f 1 ), 


(*) La figure 83 est une reduction du nomogramme tel qu’il a £te construit et 
qu’il se trouve deer it dans le texte. 
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dont les cotes P1P2 et Qi Q2 sent egaux a io c,n , les cotes PiQj et P 2 Q 2 a 9'"'. 

Pour construire le support P3Q3 de I’echellc (-s 3 ) , il suffit dc se rappeler que 
ce support se confond avec l’axe AB des origines. 

Or, ]e point P x cote 10 a pour coordonnee u , 


10 10 

et le point 0 2 cote 1 a pour coordonnee e, 

v = iio = 1 cm . 

II suffit done de prolonger Pj Q x de i cm du c6te de P x , et P 2 Q 2 de i f "’ du 
cote de Q 2 pour avoir les points A et B, et, par suite, la droite AB on P 3 Q 3 . 

La graduation (z 2 ) est immediatement olnenue, puisque e’est cello meme 
d un decimetre. 

Pour obtenir 1 ’echeHe (zj), remarquons : i° qu’elle est homographique : 
2“ que nous en connaissons trois points, OQi), Pj(io) et A (cc). Done, suivant 
ce qui a ete vu au n° 7 , si nous portons sur QiQ 2 une echelle metrique auxi- 
liairc (( 3 ) ayant son point 1 au point Qj, et si la droite, joignant le point 10 
de (( 3 ) au point P t , coupe en S la parallele a QiQ 2 , menee par A, les droites, 
joignant ce point S aux diveis points de (fi), donnent sur P1Q1 les points de 
meme cote de ( z x ). 

En prenant pour (|i) une graduation de decimetre ayant son point 1 en Q t , 
on obtient ainsi le centre de rayonnement Si, qui a servi a obtenir les points 
de (^1) cotes de 10 a 5 . 

Prenant maintenant pour (^) une echelle metrique pour laquelle te‘ module 
est egal a 2 im ,5, on voit que le point 5 de cette echelle tombe au point 0 2 . 
II suffit done de joindre le point Q 2 au point 5 de (si), deja obtenu, pour 
avoir le centre de rayonnement S 2 correspondant. Ce centre a donne les points 
de (^1) cotes de 5 a 3 . 

Si, enfin, on prend pour l’echelle (j3) le module egal a 5 cm , son point 3 
tombe au point Q 2 . Done la droite qui joint ce point Q 2 au point 3 de («j), 
deja obtenu, donne le centre de rayonnement S 3 . Celui-ci a servi a determiner 
les points de (z x ) cotes de 3 a 1. 

It faut remarquer d’ailleurs que les trois echelles ((3) dont il vient d’etre 
question se superposent, a la graduation pres, et sont donnees toutes trois 
par simple application d’un decimetre le long de Qi Q 2 . 

Quant a 1 ’echelle (s 3 ), elle s’obtiendra, par application de la remarque 
qui termine le n° 61 , de la maniere suivante : 

Les droites joignant le point 1 de (z\), e’est-a-dire lc point Q x , aux divers 
points de (z 2 ), passent par les points de (23), de meme cote que ces derniers. 
Ainsi ont ete obtenus les points de (^ 3 ) cotes de 1 a 10. 

Les droites joignant le point 2 de (z 1) aux divers points de (z 2 ) passent par 
les points de (^3) de cote double. Ainsi ont ete obtenus les points de (23) 
cotes de 10 a 20. 

Les droites joignant le point 10 de (^2)) e’est-a-dire le point P 2 , aux divers 
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points de (^1), passent par les points de (£3) de cote decuple. Ainsi ont ete 
obtenus les points de (z 3 ) cotes de 20 a 100. 

\ 

2° Huitieme type de nomo gramme pour la multiplication ( 1 ). — Ce 
nouveau type s’obtient si Ton prend dans .^equation 


Z 1 Z ) Z 3 , 


pour I’application du procede indique au n° 71 , Z\ et z 3 comnie variables 
independantes, au lieu de z x et z 2 ; mais, afin de n ’avoir pas a changer les 
indices dans les formules donnees a cet endroit, nous ecrirons I’equation de la 
multiplication sous la forme 



o. 


Les formules de la representation seront done ici 


< z 1 ) 

ll — Pi Z | , 


e = — \uzz, 

{ Z 3 ) 

x — 3 

9 -i •+■ I 


Faisons varier z t de 1 a 10, de 1 a 100. Ici, les graduations ( -1) et (z 2 ) 
titan t de sens contraires, on prendra 

ai= r, b v =10, 

a 2 — 100, b 2=1, 

b 3=0,1 


ce qui donne 
-et, en outre, 


a :i = 100, 


/i(M~ /i(«i) = i<> — 1 = 9> 
fz ( b 2 ) — f 2 ( a 2 ) = — in- 1 00 = 99. 


Done, poui' que les deux rebel les aient la mcine longueur L, il faut que 


Prenons 
A lors 
ct 


L = 9 p, = 99 9.2. 

Pi — i cm ,i. 

p 2 = o c,n , 1 


L = 9 cl ", 9. 

La formule (2) du n° 72 donne mainlenant 


k 


(0,0I I -h 0,l)l f I -j- 0,1) 

0,11(10 — 0,01) 


I I [ 

—1,12 

99 


(') Corrclatif du second type ( n° ‘ 22 , i°). 
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if>8 
ct 

\/ k = 1 , o(). 


Par suite, la formule (i) du meme numero donne 


Nous prendrons 


D = 1,06 X 9 cm ,9 = io cm , 49 i. 
D = 10"", 1 . 


II est des lors facile de construire ie parallelogramme f > iQtPsQ2 dont les 
cotes P1P2 et Q1Q2 sont egaux a io cm , 5 . les cotes Pjl^i el P2Q2 a 9 cm -9 
{fig. 84 ) 0 ). 

Fig. 84- 



Le point Pi, cote 1 . a pour coordonnee u , 


et le point 0 2 , cote 1, a pour coordonnee r, 

v = p. 2 = o-' m . 1 . 

Gel a perniet de marquer les origines A et B sur les axes et, par suite, de 
tracei' la droite AB 011 P3O3. 

Les graduations (^1) et ( z->) s’obtiennent immediatement, puisque ce sont 
des echelles metriques de modules ii mm et i ,nm . 

Une fois les echelles (•?]) et (z 2 ) construites, 1 ’echelle (z :i ) s’en deduit 
immediatement par application de la reniarque qui termine le n° 61 . 


(') Reduction du nomogrammc deceit dans le texte. 
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Les points (z 3 ) tie 0,1 a 10 s’obtiennent sur P3Q3 au moyen ties droites qui 
joignent les points (z s ), de cote decuple, au point (.s,) cote 10, c’est-a-dire 
au point Qi, les points (^ 3 ) de 10 a 5 o au moyen des droites qui joignent les 
points (z 2 ) de cote double au point (z x ) cote 2, les points (z 3 ) de 5o a 100 au 
moyen des droites qui joignent les points (^ 2 )de meme cote au point (^1) cote 1, 
c’est-a-dire au point P t . 

3 ° Correction barometrique. — La correction e, exprimee en millimetres, 
qu’il faut retrancher d’une hauteur barometrique p, lue en millimetres de 
mercure, pour la ramener a zero, la temperature etant de t° G., est donnee 
par la formule 

s = 0,000 16 pt, 

que nous ecrirons 

t • 

0,000 1 6 p — = o, 


pour que le dernier type de nomogramme qui vient d’etre examine lui soit 
immediatement applicable. 

Posons done 

a = ;jL t x 0,000 1 G /?, 
v — — P-2 £ 

et admettons comme limites ( 1 ) : 

pour p. a i — 000, b\ = 800, 

pour s, a. 2 = 5 , b 2 — o, 


ce qui donne pour t 
et, en outre, 


a. = 6 >., 5 , 63=0 


fi(b x ) — f\ (ct\) — 0,000 16 x 3 oo = 0.048, 
ft (62)— / 2 («s) = 5 . 


Si done L est la longueur commune des cchelles. nous devrons avoir 

0,048 \). x = 5 p.o = L. 

— T cm 

[X.> — 1 


Prenons 

Alois 

et 


Pi 


o ,048 

r ~ cm 

— ) 


= io4 ,m 


Co 


.online ici la function f 3 est ^ qui, pour la limite b 3 — o, devieni infinie, il 


(') Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1899, p. 21 1. 
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faut, pour avoir l c , appliquer la formule (i') du n° 7 2 . D’ailleurs, puisque 



on a, pour les valeurs limites s = 5, p = 5oo, 


/}(« a) = ~ 


0,00016 x 5 oo 
= 0,016. 


Par suite, la formule (2') en question donne 


d’oii 


et 


Nous prendrons 


. 5 x 0.016 8 

+1=3 = «.6W6. 


y/A = 1 , 63 

D == 5 cm x 1 ,63 = 8 <:m ,i5. 
D = 8 cm . 


Gonstruisons done le parallelogramme Pi Q, Q 2 P 2 (Jig. 85 ) (i) ayant pour 
cotes 5 et 8 cm . 

Fig. 85. 






L’echelle (e) est immediatement construite puisque, vu le choix de u 2 , 
('gal a i c,n , elle se confond avec une ec belle de decimetre. 

L’echelle ( p ) est une echelle metrique dans laquelle les points Pi et 
sont cotes respectivement 5 oo et 800; elle est done aisee a construire, et 
I on peut aussi facilement marquer son origine A, point cote o, qui, jointe a 
1 ’origine Q 2 de l’echelle (e), donne le support P 3 Q 2 de la troisieme echelle (t). 
Si Ton ne vent pas avoir recours a cette origine A assez eloignee de la partie 
utile de la figure, on peut remarquer que le point t — 5o se trouve a la fois 


( 1 ) Reduction du nomograrnme decrit dans le texte. 
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sur les deux alignements determines respectivernent par p — 5oo, s = 4, et 
par/) = 800, s = 0,4. 

Le point cote o de cette echelle ( t ) se confond avec le point Q 2 , puisque t — o 
doit donner s — o quelle que soitla pression p, et son point cote co se trouverait 
en A, puisque de meme t = 00 donne s = 00 , pour toute valeur de p . 

L’echelle (?) est homograpliique, on en connait trois points (? = o), (t = cc) 
et (t = 5 o) ; il est done facile de la construire, ainsi qu’il a ete vu au n° 7 , en 
se servant de l echelle (s) dont les cotes seraient decuplees. Tirant des lors 
la droite qui joint le point cote 5 de cette echelle (s), e’est-a-dire le point P 2 
au point (?) cote 5 o, qui vient d’etre obtenu, on a, sur PiQi, le centre de 
rayonnement. Projetant a partir de ce centre les points (s) sur P 3 Q 2 , en 
decuplant leurs cotes, on obtient les points (?) ( 1 ). Cette construction peut 
aussi se deduire de la remarque bien simple qu’a des valeurs de z et de t ayant 
un rapport constant correspond, en vertu meme de 1’equation representee 
une valeur fixe de p. Si ce rapport est egal a ^-, 011 a la construction ci-dessus 
indiquee. 

C. — Xo.MOGRAMMES A TROIS ECHELLES RECTILIGNES QUELCONQUES. 

74. Type des equations correspondantes . Valeurs critiques. — 
Pour que l’equation en ^ i , z 2 , mise sous forme de determinant 
(n° 61), admette des droites comme supports de ses trois echelles, il 
faut et il suffit que, dans chacune des equations 

«// vgi+ hi — o, 

les trois fonctions gi, hi s’expriment lineairement au moyen d’une 
seule d’entre elles, /), par exemple. Dans ces conditions, on voit que 
le determinant sera de la forme 

0 ) 2/3 -+- + ifr +- D = 0, 

ou les A, B, C, D sont des constantes et ou i, /, k representent les 
diverses permutations circulaires de i, 2 , 3. 

Si, avec M. Soreau ( 2 ), on appelle ordre nomo graphic] ue par 


( x ) On trouvera plus loin d’autres exemples de nomogrammes de ce type (n os 120 
et 121). 

( 2 ) Dans son Memoire : Nouveaux types d’abaques , publie dans les Memoires et 
Comptes rend us de la Societe des Ingenieurs civils , 1906, p. 821. Il convient de 
remarquer que celte notion de ' 1’ordre nomographique ne se rapporte qu’a un carac- 
tere purement forme! et non pas essentiel (comme I’ordre algebrique, par exemple) 
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rapport a z K d une equation mise sous la forme 

l 7 — O, 

oil les f { sont lineairement independantes, le nombre p { lorsque 
cette equation a p { -f- i termes, et p =p t + p >- (- . . . -\-p,n Yordre 
nomo graphique total de lequation, on voit que /’ equation (f) est 
celle d' or dr e nomo graphique 3 la plus generals. 

D’autre part, une transformation homographique quelconque, 
appliquee aux equations a 3 ou a 2 echelles paralleles (n os 67 et 71). 
permet de reconnaitre que les equations representables par trois 
echelles rectilignes concourantes ou non concourantes peuvent res- 
pectivement se ramener au type canonique 


(•0 

/!+/*+/»- 

Oil 

(3) 

f ‘1/2/3= I, 


elles-memes reductibles l’une a l’autre par anamorphose logarith- 
mique lorsqu’on met la second e sous la forme 

*Og/l ■+■ l°g/a H- 1 Og/ 8 = o. 

On representera done une equation du type (i) par un nomo- 
gramme a echelles concourantes ou non, suivant qu’on la ramenera 
par une transformation projective a l’un des types ( 2 ) ou (3) ci- 
dessus. 

De ce probleme, traite a un point de vue purement algebrique, 
nous avons donne une solution complete ( 1 ), d’ou il resulte que, 
pour que cette representation soit reelle, il faut que le discrimi- 


des equations envisagees. Telle d'entre elles, par exemple 

A A -+■ V' + fi V') + /i = A, 

d’ovdre nomographique 5, d’apres la definition ci-dessus, devient d’ordre nomogra- 
phique 3, lorsqu’on la transforme en 

Io g if l + V 1 +/ J ) -+- log if 2 ■+■ \ I -+-/?) = log (f 3 + \/f 3 — 0 . 

( 1 ) Dans le Memoire 0.22 qui a ete reproduit dans la premiere edition du present 
Ouvrage (p. 436 a 469 ). 
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nant A da premier meinbre de (i) rendu liomogene ne soil pas 
ne gat if ( 4 ). 

D’ailleurs, les trois echelles sont on non concour antes , selon 
(/ue A = o ou A >> o. 

Nous allons ici retrouver ce resultat par une voie plus strictement 
geometricjue, en cherchant une construction directe du nomogramme 
de (i), qui ne suppose pas la reduction algebrique prealable de cette 
equation soit a la forme canonique (V), soit a la forme canonique (3). 

Nous pouvons tout d abord supposer les droites D , , Do, D :! . qui 
servent de support aux echelles (5,), (z->), (z-f), non concourantes 
(fig- 8(3), le cas ou elles le sont apparaissant comme lirnite de 
eelui-ci. 

Fig. 86. 



Nous savons, en vertu de ce qui a ete vu an n° 61, que nous pou - 
vons disposer de quatre points clu nomogramme, soit, par exemplc, 
des points (z { ) cotes a K elb t et des points (z 2 ) cotes a 2 et b -> ; ce cpii, 
en meme temps, revient a se donner les droites D { et Do. La cons- 
truction exige alors que Ton connaisse : 

i° Ln troisieme point de chacune des echelles (z,) et (z 2 ) (puisque 


(') li est entendu que cel enonce suppose que Ton se place au seul point de vue 
piojectif, si important pour la construction efl'ective. Si I on veut admetlre une ana- 
morphose transcendante, M. Fontene a fait voir ( Nouv . Ann. de Math., 3 e serie, 
t. XIX, ]>. 4g4) que, dans le cas oil A < o, Fequation peut etre reduite a la forme 
canonique (a) ci-dessus, si I’on pose ■= arc tang f\, f \ etant projective de f s . On 
verra, en outre, plus loin (n°83) que, si I on admet des supports non rectilignes, on 
peut, dans tons les cas, representer une equation (i) par uri nomogramme a points 
alignes construit projecti vement en partant des echelles des fonclions f t . A jo u tons- 
que, dans les applications pratiques, le cas A <o est tres rare. 
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ces eclielles, projectives de celles de /, et/’ 2 , sent entierement deter- 
ininees par trois points); 

a 0 Le troisieme support D :! ; 

3° Trois points (z 3 ) marques sur ce support, par lesquels Fechelle U 3 N ) 
sera determinee tout entiere. 

Ortons ces elements seront connus lorsqu’on aura determine les 
valeurs que doivent prendre les variables s 3 aui sommets du 

triangle P, 1VP 3 forme par les trois supports (P; representant le 
sommet oppose a la droite D*), et qui seront dites les valeurs cri- 
tiques de ces variables ( 1 ). En effet : 

i° La valeur critique de en P 3 , jointe a a K et b t , determine 
entierement l’echelle (s f ); de meme pour (z 2 ) 

2 ° Ces eclielles etant determinees, on pent marquer respectivement 
sur D i et D 2 les points P 2 et P 1 oii z { et z 2 prennent des valeurs 
critiques connues ( -); 

3° Les points P< et P 2 pourvus des valeurs critiques correspon- 
dantes de 3 3 fournissent deja deux points de Fechelle (s 3 ) portee sur 
la droite D 3 qui unit ces deux points; pour en avoir un troisieme, 
il suffit de prendre le point de rencontre de eette droite D 3 avec Fun 
des aligncments unissant deux des points (z t ) et (s 2 ) deja marques, 


(') C'est dans noire Memoire 0.50 <[iie nous avons introduit dans la Ihrorie des 
nomogra mines a alignement cette notion de valeur critique. Depuis lors, dans unc 
serie d'intcressants Memoires dont on trouvera un resume aux Annexes (Note III), 
W. Farid Boulad a donne une nouvelle extension & Fidee d’oii est sortie cette 
notion. Afin de ne pas laisser subsistcr une equivoque qui, a notre connaissance, a 
deja eu tendance a se produire, nous tenons a fa. ire observer que si les quantites i/„, 
e n qui se rencontrent dans un court passage du Memoire de Massau (Liv. Ill, n° 195, 
p. x 35) peuvent a posteriori etre reconnues pour ce qu’on appelle ici des valeurs 
critiques, ce passage ne contient en realite aucun lineament de la theorie des valeurs 
critiques, et des formes invariantes qui s‘y railacbent, non plus qu’aucune indication 
de I’usage qui peut en etre fait pour la construction, sans disjonetion ])realable, des 
nomogrammes de genre zero ou des nomogrammes coniques applicables a des equa- 
tions d'ordre nomograpbique 3 ou \ ( n os 83 et 85), etc., toutes questions traitees a 
fond dans le Memoire 0 . 50 . 

( 2 ) Si, par liasard, I’une de ces valeurs critiques elait imaginaire, alors que la 
valeur correspondanle de la function fut i‘celle (casde z pour sin^>i en valeur 
absolue), on prendrait comme para metre, pour la construction, f i au lieu de z-, 
parce* qu alors I'cchelle considcrce scrait projective d une cchelle metrique; ]>uis, 
une fois la construction achevce, on coterait les points obtenus au moycn des valeurs 
correspondantes de au lieu de /). 
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la valeur correspondante de z 3 etant donnee par (3) ou z t et z 2 ont 
eld remplaces par leu rs valours (choisies, eela va sans dire, de facon 
quo le calcul de z :i soil aussi simple que possible). 

Si les trois eehelles sont concourantes (auquel cas lb, P 2 , P 3 se 
confondent en un seul P). il faut, pour determiner D 3 , en dehors 
de P, un autre point que I on obtient par la rencontre de deux ali— 
gnements definis par des couples de valeurs de z , et z- 2 correspon- 
danl a une meme valeur de z 3 , en vertu de ( >); D ;t etant ainsi 
obtenue, un seul alignement supplementaire donne un troisieme point 
de l’echelle (z 3 ) et celle-ci est, des lors, entierement determ inee. 

On voit done que, lorsqu'on s’est donne arbitrairement a K , b \ , 
o_, . b- 2 -, la connaissance des valeurs critiques de 5 , , z->, z :t permet. 
dans tous les cas, d'achever la construction du nomogramme. II nous 
reste a faire voir comment on obtient ces valeurs critiques. 

Remarque . — 11 est bien evident cjue, dans le cas general, on 
peut prendre deux de ces valeurs critiques pour 6, et /> 2 , par exemple, 
ee qui revient a dire cpie I on peut se dormer arbitrairement les trois 
supports D t , D 2 , D ;i et, de plus, un point cote quelconque respecti- 
vement sur deux d’entre eux. soil a , sur D , et a 2 sur Do . qui, par 
alignement, donnenl a 3 sur D 3 . Les valeurs critiques etant eonvena- 
blement reparties mitre les trois sommets P,, P 2 , P :j , on se trouve 
avoir ainsi trois points de chacune des trois eehelles qui se trouvent 
ainsi entierement definies. 

Autrement dit, la consideration des valeurs critiques rnontre que 
I’on peut se donner les trois supports D,, D 2 , D 3 et l’alignement 
correspondant a unsysteme quelconque de valeurs de z t , z>>. satis- 
laisant a l equation donnee; tout le reste s’en deduit projectivement. 

75. Determination des valeurs critiques. — Cette determination 
repose sur la simple remarque cpie voici : si et A. constituent un 
couple de valeurs critiques de et s 2 , s °it reunies au point P 3 , soit 
aflectees l’une au point P 2 , P a litre au point P, , la valeur correspon- 
dante de ^ 3 est indeterm inee . E 11 elFet, dans le premier cas, au 
couple C,, t -2 correspondent toutes les droites passant par P 3 c|ui 
donnent, par suite, sur D 3 une valeur quelconque pour z 3 ; dans le 
second, Palignement C, ‘C 2 se confond avec le support D 3 de (A 3 ), ce 
qui laisse encore indetermine le point correspondant de cette eehelle. 
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Or {’equation (i ) du numero precedent pent s’ecrire 

( i bis ) ^1/2 ■+■ C2/1 ■+• G3) ■+■ { * 3 f\ f . i ~ C1/1 -i- 02/2-+- D = o, 

et la vale 11 r de / 3 (par suite, celle de s 3 ) deviendra indeterminee 
lorsque les deux coefficients de cettc equation (oil / 3 est prise pour 
inconnue) seront nuls. 

Autrement dit, les valeurs cp, et cp 2 que prendront /i et / 2 pour les 
valeurs et ‘A cherchees seront telles que 

r r ^ A CD j O9 — H B5 COj — j— B 1 Cp 2 — f— C3 — O, 

1 I B. { 'f 1 <?2 -+- Cl ®1 -+■ C 2 -+- D =0. 

Afin de simplifier l'ecriture ulterieure, nous conviendrons de poser 
jcomme dans leMemoire 0 2 2 et en representant toujours par i,j\ /. 
une permutation eirculaire de 1, 2, 3 ) 

F 0 = SB/C/- \D, 

E/ = AC,- — By B/o F/ = F 0 — 2 B/ C/, G/ = B/ D - Cy C/,, 

ee qui donne, quel que soil /, 

F* — 4 E/G/= A, 

A etant le discriminant du premier membre de (1) rendu liomogene. 
Remarquons aussi que Ton a 

F/ H~ Fy — 2 ( B/ t . C/. — V D ). 

Oeci pose, on t.rouve aisement que I 'elimination du - ternie en cp, co.> 
entre les equations ( 4 ) donne 

( > ) ■> Ci r 1 — E 1 -+- '>• 1 C Go — P, = o, 

et 1 elimination de <p 2 entre ( 3 ) et l’une 011 1 ’au.tre des equations ( \ j 

Ei g f — Fj cpi Gj = o. 

Comme d’ailleurs tout est symetrique par rapport am indices 1, 
2, 3 , on Yoit que, d’une maniere generale, les valeurs critiques de la 
fonction /} sont donnees par (M 

( -6/ ) E/ cp? -F/Oj+Gi-o 

(■) On remarquera, en se important a notre solution algebrique eitee ci-dessus, 
que les quantiles o ; sont les memes que les quantites p. de cette solution chan gees 
de signe. 
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et, par suite, pour que ces valeurs soient reelles, il faut que 
f / — 4E/G7, ou A d’apres la formule ci-dessus, ne soit pas negatif. 

Supposons d'abord A y> o. Chacune des equations (6/) a alors 
deux racines reelles et distinctes o'- et o'L Mais ces valeurs de o,- ne 

i l i l * 1 

sauraient el re accouplees au liasard. En eflet, si nous les repartissons 
en deux groupes (o') et (o") suivant que 




1 

1 

i>i 

2 E/ ’ 

OU 

CD/= - y 

‘ 2 E t 

e’est-a-dire 



(7.1 2E/9;— F/ = v /a, 

ou 

2E /©/— F i = — v/a 


nous vojons, d’apres ( 5 ), que les valeurs de o/ et o /, accouplees pour 
correspondre a une valeur indeterminee de doivent etre de 
groupes (o') et (o") diderents. Cela nous montre qu’a chaque 
sommet P* nous devons associer des couples (cl’indices differents 
de i , bien entendu) pris dans l’un et l’autre groupe (o') et (©"), 
c est-a-dire soit (©), o), ) , soit (o', ©),). Si done, comme precedem- 
ment, nous appelons v/ la valeur de la variable z-i correspondant a la 
valeur ©; de la fonction y), nous pourrons repartir les cotes C entre 
les sommets P (que nous appellerons les points critiques ), suivant 


l’une 

ou Fautre des deux di 

s positions 


O) 

P.'SUVb 

Ci). 

t > / yt y’t \ 

1 n s 1 w 2 ) 

< ) u 




(l\) 

Fi(ru' 2 ), 


i’,( 


De la, pour F equation (i), lorsque Ay>o, deux types de nomo- 
grammes homographiquement irreduclibles entre eux. 

Si A = o, les deux valeurs critiques Z"- de chaque variable z-i se 
reduisent a une seule £ { - [correspondant a la racine ©/, alors unique, 
de l’equation (6/)|, ce qui exige que les trois points P 1? P 2 , P 3 se 
confondent en un seul. P; les trois echelles sont done concourantes. 

Si A <7 o, les o/ deviennent imaginaires, el comme les points de 
Feclielle (z-i) dependent des valeurs de la fonction J) de facon uni- 
voque ( 1 ), les points P, sont eux-memes imaginaires. Par suite, a 


(') Voir le deuxieme renvoi de la page 204. 
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moins d une anamorphose non projective (*), la representation cesse 
d’etre reelle. 

Remarque . — Si one quantile E* est nulle, l’une des racines cp; 
de ( 6 /) doit etre consideree corame inlinie. Pour determiner a quel 
groupe (cp ) ou (©") appartient cette racine infinie, il suflit de deter- 
miner celui auquel appartient la racine finie ; or, pour celle-ci, la 
quantite 2 E,;cp,- — F; (dont le signe definit le groupe correspond ant), 
se reduisant a — F /, est connue sans ambiguite. 

76. Einploi effect if des echelles des fonctions composantes. — 
Nous venons de voir que les trois echelles rectilignes au mojen des- 
quelles est constitue le nomogramme d’une equation d’ordre nomo- 
graphique 3 [type (i) du n° 74] sont respectivement projectives de 
celles des fonctions composantes /, , / 2 , On sait done les cons- 
truire, ainsi qu’il a ete vu au n° 7 ; il pourra etre toutefois avantageux 
d’utiliser les echelles des fonctions f\ elles-memes, si, par exemple, 
on a sous la main les etalons de graduation ( n° 6 ) correspondants. 

Appelons I 0 I 2 , I 3 les points des echelles (s,), (^ 2 ), ( 53 ) pour 
lesquels les fonctions , / 2 , f z deviennent respectivement inlinies. 
Pour que l’echelle (zf) soit celle de la fonction f L meme, il faut que, 
sur le support D/, le point I; soit re j etc a l'infini. 

Il suffit done, par transformation homographique, de rejeter a l'in- 
fini la droite J unissant deux quelconques des trois points I/, les 
points I, et I 2 , par exemple (ou une droite J quelconque passant par 
ees points s’ils sont confondus en un seul), pour que les echelles (z\) 
et (z 2 ) du nomogramme soient precisement celles des fonctions f, 
et f 2 ( 2 )- Si, en outre, le point I ;J se trouve sur la droite J, l’echelle (^ 3 ) 
se reduit en meme temps a celle de la fonction / 3 . Mais cette trans- 
formation ne pourra etre effectuee qu’autant que la droite J ne coin- 
cidera pas avec l’un des supports D ( , D 2 ouD 3 , puisqu’alors l’echelle 
correspondante serait tout entiere rejetee a l’infini. 

Il j n done lieu, pour la discussion, d’examiner ce qui se passe 
lorsque des coincidences ont lieu entre les points I et les points cri- 


( 1 ) Voir le renvoi de la page 2o3. 

( 2 ) Cela n’exige, il faut bien le remarquer, aucun calcul. Il suffit de prendre I, 
et I 2 pour deux des points ( ct x el a 2 , par exemple) qui peuvent etre choisis arbitrai- 
rement, ainsi qu^on Pa vu au n° 74. 



REPRESENTATION PAR POINTS ALIGNES DANS LE CAS DE TROIS VARIABLES. 20g 

tiques P. Pour qu’un point I,, caracterise par/’/ = x, vienne en un 
de ces points P, il faut, en vertu du numero precedent, que l’equa- 
tion (6;) correspondante ait une racine ©/ infinie et, par suite, 
que E/ = 0 . 

D’autre part, pour que les trois points I soient alignes, il faut que 
Fequation (i) (n° 74) soit satisfaite par le systeme j\ —j\ = f \ — oo, 
ce qui exige, comme on le voit en divisant par f 1 / 2 / 3 , que A = o. 

De la la discussion : 

Suivant que, parmi les E/, il j en aura o, i, 2 ou 3 nuls, c’est- 
a-dire o, 1 , 2 ou 3 points I en coincidence avec des points cri- 
tiques P, nous aurons les cas (I), (II), (III), (IV), que nous distin- 
guerons par un accent lorsque les supports seront concourants et par 
un indice a lorsque les points I correspondants seront alignes. 

Retnarquons tout de suite que, lorsqu’w/i seul des points 1/ coincide 
avec l un des points P, il est impossible que les trois points 1/ soient 
ali gnes. Autrement dit, lorsqu’une seule des quantites E<- est nulle, le 
coefficient A est necessairement different de zero; les cas (II«) 
et (II'/ n’existent pas. 

Par contre, si, les trois supports etant concourants (A = o), deux 
au moins des points 1 / coincident avec le point unique P, il y a neces- 
sairement alignement des trois point# I/. Autrement dit, lorsque, 
A etant nul, deux au moins des E; sont nuls, le coefficient A est 
necessairement nul; les cas (III ) et (IV 7 ) n’existent pas non plus. 

La discussion des douze cas possibles est resumee schematiquement 
sous la forme du tableau ci-joint {Jig- 8 ~) qui s’explique de lui- 
meme quand on se rappelle que I,, I 2 , I 3 sont les points ou les fonc- 
tions J\-, /•>■) deviennent infinies, J la droite que l’on rejetle par 
liomographie a l’infini ( 1 ). 


( x ) Pour verifier que les res u I bats ici mis en evidence par voie geometrique sont 
bien identiques a ceux auxquels nous avait precedemment conduit notre solution 
algebrique, il suffit d'observer que la correspondance entre les designations des 
divers cas, d’un endroit a Tautre, s^etablit d^pres le tableau que voici : 


(I) 

... (a a,) 

(IIIJ... 

.. (a a 4 ) 

(I a) 

.. (a^,) 

(I.) 

.. (aaj 

(IV) 

. . (a a.) 

(II') 

.. (a b,) 

(II) 

.. (a a,) 

(IVJ.... 

. . (a a- a ) 

(HE). • • 

. . (a b 3 ) 

(III).... 

.. (aa 3 ) 

(I') 

.. (art,) 

( iv« ) . 

.. (a^) 


Nous profitons de Toccasion pour signaler une faute d’impression dans le tableau 
resurnant la discussion donnee dans notre Mernoire 0.22 : avant-derniere ligne, 
colonne A, le zero ne doit pas etre barre. 


DO ('.AON L 


u 
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\ oici des exemples de ces douze cas pour cliacun desquels nous 
donnons le tableau des valeurs critiques des f t dans l’ordre 


( 




-?2 ?:! \ . 
?*/’ 


(I) 


f Jzfi 


~A ft+fifi+A 


— () 


(la) 

t s Aji ji 

(II) 

/'A/1+/1/, —fi+ft 

(HI) 

f\ f 2 f i -‘rjifz — fi 

(Ilia) 

Jifl —fifi — Ji 

(IV) 







yz 


o 


(IV a) 

II 

1 

'S 

(i') fhU- 

^ f if A ftfx +/1/2 +4 = 0 

(I a) 

— flfi = 0 

(II') 

fi fifi — fi — /a = 0 

(IHa) 

f if A >fzfi +1 = 0 

(IV'«) 

j\ +/ 2 +/s = O 


f 

yz 

O 


{ 

O 

yz 

» ) 

/ 

(- 

— > 

2 

— fi 

( 

O 

O 

fi 

( 

0 

O 

00), 

( 

vz 

yz 

0). 

( 

yz 

yz 

x). 


II suffit de jeter les yeux sur la figure 87 pour reconnaitre que les 
trois points 1/ ne peuvent etre rejetes simultanement a Finfini et, par 
suite, les trois echelles de /, , / 2 , f 3 intervenir effectivement sur le 
nomogramme que dans les cas suivants : 


fa) 

caracterise 

par A > 0. 

A = 0, 

Ej, E„ E 3 non nuls; 

(IHa). 


» A > 0, 

A = 0, 

deux des E f nuls; 

(la) 

» 

» A = 0, 

A = 0, 

Ej, E 2 , E 3 non nuls: 

(IV'a) 

)) 

» A = 0, 

A non nul, 

Ej — E 2 = E 3 = 0. 


Dans le cas (IV), pour lequel, A et An’etantpas nuls, les E/le sont, 
deux des points I* ne sauraient, a la fois, etre rejetes a Finfini, et, par 
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suite, on ne pout faire’intorvenir elTectivement que Feclielle d’une 
seule des fonclions f\. 

Dans tons les an tres cas, deux des points I 0 et deux seulement, 



pctivent etre rejetes a FinFmi; done deux seulement des echelles des 
functions fi peuvent etre elTectivement utilisees. 

77. Exemples : i° Miroirs el lentilles spheriques. — Cette formule (*), 
qui s’ecrit ordinairement 

1 1 1 

, 

est identique a celle prise ci— dessus comine exemple du type ( V a ) Jorsqu’on y 
suppose fj — Zi. Kile est done representable par trois echelles concourantes, 

(') G'esi aussi celle qui lie les modules dans le cas de trois echelles paralleles 
( n° 67). 
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les valeurs critiques, toutes trois egales a o, etant reunies au point ae concours 
des supports de ces echelles. De plus, ainsi qu’on vient de le voir, on pourra 
ici faire correspondre a chaque variable Zi une eclielle metrique, en rejetant 
la droite J, qui unit les trois points 1/ a l’infini. 

Portons des lors des echelles metriques de meme module sur les deux axes 
que nous faisons correspondre a z t et z 2 {Jig- 88). 

Fig. 88. 


(* 8 ) 



Pour avoir un point du support de (z 3 ), prenons deux couples quelconques 
de valeurs de z x et z%, permutes I’un de P autre (ce que permet la symetrie de 
l’equation representee). Nous voyons ainsi que le troisieme support bissecte 
l'angle des deux autres. La troisieme echelle, ayant son o egalement confondu 
avec le point de concours des supports, et etant metrique, sera entierement 
determinee par son point i situe sur l’alignement des points 2 des echelles (z\) 
et (z- 2 ). 11 en resuite que si to est l’angle du support de (z 3 ) avec chacun des 
deux autres, le module def^) est egal a 2 p.costo, p. etant le modulecommun 
des deux autres; par suite, si Ton fait to = 6o°, il est egal a pi. G’est ainsi qu’a 
ete construite la figure 88. 

2 0 Sinus produit de sinus. — L’equation 

sin sin == sin a 3 , 

qui se rencontre dans la theorie de la polarisation elliptique, etant ecrite 

log sin log sina 2 = log sin a 3 

rentre dans le type ( I V' a ) ci-dessus. Les valeurs critiques <p,-, toutes trois 
infinies, et qui s’appliquent au point de concours des supports, correspondent 
aux valeurs nulles des a,-, qui ne sauraient etre rejetees a l’infini , force est ici 
de recourir a trois supports concourant a distance finie et non d’appliquer le 
procede des echelles paralleles (n° 67) bien que l’equation donnee rentre dans 
le type canonique voulu. 

Nous porterons done, sur les supports rectilignes pris pour (a t ) et (a 2 ), des 
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echelles identiques, projectives de celle de logsina, avec point a = o au point 
de rencontre des supports. Pour construire chacune de ces echelles on peut 
s’en donner soit deux autres points cotes, par exemple a = 5o° et a = 90°, 
soil, sous forme homographique, l’expression de la distance x du point cote % 
a l’origine o, avec deux parametres arbitraires, par exemple, 

[A 

QQ * # 

i — k log sin a 

Les echelles de la figure 89 ontete ainsi construites avec p. = 6 cm , k = 10 ( 1 ). 
La symetrie en x t et a 2 montre, comme dans l’exemple precedent, que le 
support de (a 3 ) bissecte Tangle des deux autres. , 

Fig. 89. 


0 



Quant a l’echelle (a 3 ), il suffit, pour la marquer sur ce support, de remar- 
quer que, pour a t — 90°, on a a 2 = a 3 , et, par suite, que cette echelle (a 3 ) est 
projective de l’echelle (a 2 ) a partir du point a 1 = 90°. 

3 ° Sinus produil de tangentes. — Cette equation, qui interesse egalement 
la theorie de la polarisation elliptique, s’ecrit 

tangaj tanga 2 = sina 3 . 

Elle rentre dans le type (IV«) (a une permutation pres entre les indices 1 
et 3 ). Si l’on fait la repartition des valeurs critiques suivant le type (I) du 


( 1 ) Ce nomogramme et le suivant ont ete construits par le colonel Lafay, en vue de 
ses recherches sur la polarisation elliptique ( Journal de Physique , 1895, p. 178). 
II les a obtenus par un procede elementaire direct. II nous a paru interessant de faire 
voir comment ils se deduisaient ties simplement de la theorie generale. 
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n° 75 , on obti^nt Ja disposition de ia figure 90, pour laquelle on peut se donner, 
par exemple, les graduations ( y.\ ) et (a 3 ) respectivement projectives des 


Fig. 90. 



echelles taiiga t et sinx 3 . Pour avoir ensuite la graduation (a,), il suffit de 
remarquer quo, pour a 3 = 90°, [’equation representee donne aj + a 2 = 90°. 
Autrement dit, deux points et a 2 quelconques, de cotes complemeritaires , 
sont alignes sur Je point a 3 =9o°, ce qui permet d’obtenir irnmediatement 
feclielle (a 2 ) par projetion de l’eclndle (09) a partir du point a 3 = 90°. 


III. — Nomogrammes de genre non nul. 

A. — Nomogrammes de genre in. 

78 . Type cles equations correspondantes. — D’apres la defini- 
tion donnee du genre (n° 57 ), tin nomogramme de genre 1 compor- 
tant deux echelles rectilignes, on pent toujours, grace a tine transfor- 
mation homographique, rendre les supports de ces echelles paralleles 
et les prendre pour axes des a et des r. Dans ces conditions, on voit 
que les equations correspondantes seront de la forme ( * ) 

( h) f[ o' 3 h-i ~ O, 

011/3, g'z et h, sont lineairement independantes, sans quoi l’on serai l 
ramene an eas precedent. 


(*) Voir le premier renvoi du n° 57 ( p. i 5 d). 
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II suffit, pour les represenler, de poser 

* -i ) ' u = Plflt 

(~i) V = [J-t/i , 

ce qui donne, pour le systeme (z 3 ). 


( 5 :i ) 


u 

-^3 + 

I a l 


V 


;jt 2 


/ 1 3 ~f- / :j 


o. 


Les points definis par cette equation sont distribues sur une cer- 
taine courbe dont l’equation en u et. e s’obtiendrait par elimination 
de 3 :! entre l’equation et sa derivee prise par rapport a z 3 ; mais il est 
tout aussi facile de former l’equation cartesienne de ce support. En 
effet, en appelant toujours 8 la demi-distance des origines A et B, 
on a 

(=3 bis) 8 I“*»- **»<•» , y = zJHHh , 

! a l ™3 + [^2 g 3 2 <^3 


et Fequation cartesienne du support de (s 3 ) s’obtient par F elimi- 
nation de z 3 entre ces deux dernieres equations. 

On naura d’ailleurs generalement pas besoin de connaitre la nature 
geometrique de ce support curviligne, chaque point (,s 3 ) etant cons- 
truct individuellement suivant Fun des modes indiques au n° 61, et 
notamment celui que signale la remarque finale dans le cas on les 
echclles (z , ) et (z 2 ) ont ete prealablement construites. 

Si la variable z 3 est prise comme inconnue, il sera bon de faire en 
sorte que les points (z 3 ) se trouvent entre les axes paralleles, ce qui 
exige que, dans l’equation (s 3 ), les coefficients de a et v soient de 
meme signe. 

Si cette circonstance ne subsistait pas dans tout l’intervalle consi- 
dere, on aurait recours a un fractionnement avec changement de 
signe sur Fun des axes. On en trouvera plus loin un exemple(n° 81). 

L’etude de la variation de F angle sous lequel l’index rencontre 
Fechelle (z 3 ) ne saurait se faire avec la meme simplicity que dans le 
cas ou le support de cette echelle etait rectiligne (n° 72). 

Mais il arrive sou vent dans les applications que Fare de courbe sur 
lequel est distribute l’echelle (s 3 ) diflere peu de sa corde. On pent 
alors appliquer la regie donnee a l'endroit cite comme si le support 
curviligne se confondait avec cette corde. 
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79. Premier exemple : Resolution de V equation du second degre ( 1 ). 
Le present type est de ceux qui se rencontrent le plus frequemment 
dans la pratique. Nous croyons done utile de nous etendre avec quelque 
detail sur plusieurs exemples s’y rapportant. 

Soit, en premier lieu, l equalion du second degre 

(E) ^ ! + /): + (/ = o. 

Pour obtenir son nomogramme, posons 

(P) u = \J-ip, 

(<?) v — [J. 2 q, 

ce qui donne pour ( z ) 

( ) pl pj Z " — |— Z U -f- p j V == O 

ou, en appelant toujours 20 la distance AB des origines, 

/ 7 ■ \ 5. Pi — MUS — Ui U 1 Z 2 

('ibis) x — h~ , y = - — — • 

"+■ p-2 ^ JJt. 2 5 

Les echelles (/>) et (^) elant metriques, il n’y a pas lieu de s’y arreter- 
Pour recheile (z), remarquons d’abord que, d’apres l’expression de ce, cetle 
ecbelle projetee sur AB parallelement aux axes A u et Be, donne une echelle 
homographique ayant son point cote o en B et son point cote 30 en A. II est 
ires facile de construire cette echelle comme transformee d une echelle 
metrique (n° 7). 

Pour achever de determiner les points ( 5 ), il suffit de remarquer que, 
pour v — o, l’equation ( z ) donne 


u — — pi 5 , 

ce qui montre que la droite poignant le point B an point (z) coupe 
I'axe Au au point de V echelle (p) dont la cote est egale a — z. 

Done, en coupant le faisceau des droites qui unissent le point B aux 
points ( p) de cotes negatives par les paralleles aux axes menees par les points 
de l’echelle homographique construite sur AB, on obtient I’echelle curvi- 
ligne (z) (-), dont le support est une hyperbole facile a determiner. 

Transportons, en effet, l’origine des axes cartesiens du milieu O de AB au 


(') C’est precisement it l’occasiou dc cette application et de la suivante (equation 
trinome du troisieme degre) que nous avons, dans le Memoire 0 . 1 , fait con- 
naitre, pour la premiere fois, le principe de la methode des points alignes. 

( 2 ) On a deja indique, au n° 66, une construction de cette echelle (fig- ;3), dans 
le cas ou u, = jjt 2 . 
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negatives, on les obtient, en valeur absolue, comme racines positives de la 
transformee en — z qui se deduit de la precedente par le simple cliangement 
de p en — p. 

En prenant p-j = p 2 = 6" 1 " 1 , 5 , on obtient ainsi la courbe Co de la figure 91 ( ! ). 

Cas particulters : i° Epaisseur des lentilles plan-convexes . — Soit, par 
exemple, ^equation 

tfi 

— =e(aR-e) 

4 

ou 

, p , d * 

e- — 2 n e + — = o, 
a 

qui lie l’epaisseur e , le rayon de courbure R et. le diametre d d’une lentille 
plan-con vexe. 

Le nomogramme correspondant, pour d , variant ne 2o"' m a ioo m ' n , et R 
de ioo’ nm a 5oo" im , a ete construit au noyen des formules 

u = p-i — > — aRfx,, 

a 

avec a, = o m,n , 1, u.> = o m,n , 5. 

La figure 92 donne une reduction de ce nomogramme. On voit qu’ici la 
portion utile de l’hyperbole se confond ties sensiblement avec sa corde et, par 
suite, qu’en se servant de celle-ci au lieu de la courbe entre les droites 
joignant les points limites des ecbelles paralleles, on pourrait, en vue de la 
meilleure disposition du nomogramme, appliquer ce qui a ete dit dans le cas 
de trois ecbelles rectilignes dont deux paralleles (n° 72 ). 

2 0 Volume du ballast. — Le demi-profil du ballast d’une voie de cbemin 
de fer est un trapeze-rectangle ayant un cote incline a f. Si done b est la 
largeur en plate-forme de ce demi-profil, h la hauteur du ballast, le volume 
par metre courant, abstraction faite des traverses, est donne par 

V — bh -4-0,7 5 /? 2 . 

fei, l’inconnue etant toujours V, on fait en sorte que l’echelle correspon- 
dante soit situee entre les deux autres. 11 suffit, pour cela, de poser 

U = [J-j 6, v — p 2 V. 

( 0 Les relations fondamentales entre les racines et z 2 de l’equation et ses coef- 
ficients p et q , sav.oir 

z { -+- z 2 = — p. -, 5 2 = q, 

montrent que le nomogramme ainsi construit peut servir pour {’addition et la multi- 
plication, la droite joignant les points cotes z x et de la courbe C 2 coupant 1 ’axe A u 
au point dont la cote, abstract ion faite du signe, est egale a z x -+- z 2 , et l'axe Be au 
point <lont la cote est egale a z l z i . De meme, la droite, joignant le point (z) cote c, 
au point ( p ) cote — 2 z v passe par le point ( q ) cote z- ir ce qui montre que le ndmo- 
gramme peut egalernent servir de table de carres. 



" A “ W,NT8 CAS UE TftOIS VARIABLES. 

pour ^servi^T rtdU “ iOB d " " Um0 .S~ qui a ete ainsi etabli 
1’Oue.t ,, ec CO " S,rUC "0" de la C ®“P»*nie de, Che arias de far de 


= a5 0m , fjt 2 = i 

Fig. Q2< 

Vi illimetr^?: 



On veil qu’ici encore la portion utile de [’hyperbole portant la gradua- 
lon (h) se conlond ties sensiblement avec sa corde ° 

I'onr tenir compte des traverses, il suffit de retrancher de la lecture V tine 
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constante T representant le volume occupe par les traverses sur un metre 
courant. On peut eviter cette soustraction en dessinant, sur le transparent qui 
porte l’index, un demi-cercle de rayon p. 2 T ayant son centre O sur l’index ( 1 ). 


Fig. 93 . 



Appliquant alors le transparent sur le nomogramme, de facon que le point O 


(‘) Un tel artifice avait ete deja employe par M. Lallemand pour un autre nomo- 
gramme ( n° 136). 
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se trouve sur l’axe des p et la demi-circonference (T) du cote des V decrois- 
sants par rapport a 0, on voit que le volume Y demande sera donne par la 
cote du point de reclielle(V) qui se trouvera sous le cercle (T). 

On peut meme tracer ainsi plusieurs cercles (T) correspondant aux divers 
types de traverses employes. 

Sur la figure 93 , la position de l’index marquee en poi n till e montre que, 
pour b — 3 m ,4, h = o m ,5o, on a V = i m3 ,8. 


80. Second exemple : Resolution de l' equation trinome du troisieme 
degre ( 1 ). — Reprenons maintenant l’equation. trinome du troisieme degre 
deja envisagee au n° 22 (a 0 ), soit 

(E) 3 3 —h p z q = o. 

Posons 

(P) 11 = IMP, 

(q) V = p 2 />. 

II vient alors, pour ( z ), 


(■z) Pi p 2 3 3 -+- p, ZU - 4- Pi 0 = 0 

ou, en appelant toujours 28 la distance AB des origines, 


(z bis) 


<\ M-J IX i) Z 

X — 0 , 

(j.i - 1 - a 2 ^ 


— Pl p^> z 3 

y = — 1 — 1 

tj.j — |— [A 2 Z 


Les echelles ( p ) et (^)ci-dessus sont les memes que celles du nomogramme 
de Tequation du second degre (n° 79). Pour la troisieme, 1’expression de x est 
aussi la meme que dans le cas du second degre. Autrement dit, la projection 
de l’echelle ( z ) faite sur l’axe AB parallelement a A u et Bp est la meme. 

Nous avons vu au numero precedent comment on pouvait construire cette 
echelle projetee. 

Nous allons maintenant faire voir comment, pour une valeur quelconque 
de z, on peut passer du point M obtenu dans le cas du second degre au 
point M' concernant le cas du troisieme degre. 

Remarquons pour cela que ces points ayant respectivement pour equations 

( M ) Pi p -2 z- ^zu H- Pj v = o, 

( M ' 1 Pl p*> 3 :1 -+- p 2 ZU -+- Pi V = o, 

leurs projections respectivement sur Bp a partir de A et sur A a a partir de B 
sont donnees par 

0 = — p 2 s 2 et u = — pi-3 2 . 


(’ ) Voir le premier renvoi de la page 216. 
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Le point ([’intersection <les deux projetantes a done pour equation 


u 


Si 


U.) z 2 


-+- T = o 


JJU U 


[j-l ( ’ + 0-1 0-2 Z 1 = O. 


Les coefficients de u et v etant constants, le lieu de ce point est une paral- 
lel aux axes Am et Be. Or, pour z = i, les points M et M' coincident. Si 
done, par le point z — i de Tecbelle du second degre construite au n° 79 , on 
mene la parallele A aux axes, on pent dire que les droites AM et BY1' se 
coupe nt sur A. 

Gela permet de deduire bien aisement point par point l ecfielle ( 3 ) du 
troisieme degre [support (c 3 ) de la figure 91 ] de I’echelle ( z ) du deuxieme 
[support (c 2 )]. G’est la un cas d’application de la remarque 111 du n° 65. 

Comme dans le cas du deuxieme degre, le nornogramrne n’a ete construit 
que pour des valeurs positives de 5 , les valeurs absolues des racines negatives 
etant obtenues, si Ton vent les calculer, comme racines positives <le la trails* 
formee en — z (resultant du changement de q en — q). 

D’ailleurs les equations trinomes cubiqucs rencontrees dans les applications 
n ont qu’une racine positive, et e’est la seulc dont on ait besoin ( 1 ). 

Rappelons aussi que le principe des muitiplicateurs correspondants 
(n°20, 2 0 ) est ici applicable, ces muitiplicateurs pour z, p et q etant A, X 2 
et X 3 . 

Re marques geometriques. — La construction ci-dessus indiquee est celle 
qui resulte de ['application normale des procedes ordinaires de la nomogra- 
phie. Mais il est possible ici, en utilisant certaines remarques geometriques, 
d’obtenir une construction peut-etre un peu plus directe. 

L ’equation ( 5 ) ci-dessus montre que le support C 3 est de la troisieme 
classe et les formules (z bis) qu’il est du troisieme ordre; e’est done une 
cubique cusptdale. Aux abords du point B ( z = o), la seconde formule (z bis) 
montre que y est un i nfiniment, petit du troisieme ordre ; AB est done tangente 
stationnaire de C 3 et, par suite, B son point d’infiexion. La raeme formule 
montre aussi qu’aux abords de A(^ = x),^ est negatif de part et d autre 
de Am; le point R*, a l’infini sur Am est done le point de rebroussement 
de C-d jlg. 9 i). 


( J ) On rencontre de tel les equations notamment dans l'etude de la repartition des 
toles de semelle dans les grandes poutres de pont, de m 6 me que dans la determi- 
nation de la hauteur des poutres dans les travees assoctees. L’appropriation, moyen- 
nant des fractionnements convenables ( n° C 4 ), du type ci-dessus de nomogramme a 
ces deux genres d’application, se trouve realisee respectivement dans le Traite de la 
slabilite des constructions de J. Pi I let (p. iq'j) et dans un Memoire de 1). Gorrieri 
intitule Calcolo delle sezioni resistenti per le travi assoggettate... paru en 189 G 
dans le Bulletino del Collegio degli Jngegneri ed Architetti in Bologna. 



REPRESENTATION PAR POINTS ALIGNES DANS I.E CAS DE TROIS .VARIABLES. 223 

Les points d inflexion B et de rebroussement R w de la cubique cuspidale C;i 
etant ainsi connus, l’application de theoremes que nous avons demontres 
naguere (*) conduit aux resultats suivants : 

Pour obtenii - le point P de C 3 situe sur la parallele aux axes A u et B p, menee 
par le point M de AB, il suflit, ayant tire une fois pour toutes la droile qui 

joint le point B au point S de la courbe C 3 situe sur 0 y ^correspondent a la 

valeur z = et pris son point de rencontre H avec la parallele aux axes 

menee par M, de prendre le symetrique K de H par rapport au point I 
ou AH rencontre 0 y el de tirer BK qui coupe MH au point P demande . 


Fi g- 94- 



Si, d' autre part , la parallele d BK menee par A coupe MP en N et si 
Von prolonge AN de la moitie NT de sa longueur , PT est la tangente 
en P d la cubique C 3 . 

81. Troisieme exemple . Equation de Kepler ( 2 ). — L’equation de Kepler 
qui lie a l’anomalie moyenne p l’anomalie excentrique a d’une planete circulant 
dans une orbite d'excentricite e est 

a — e sin a = [3, 

les anomalies a et (3 etant exprimees en parties du rayon. Ges variables 
prennent done toutes les valeurs de o a 2~ = 6,2832. Quant a la variable e, 
elle reste comprise entre o et 0,4. 


( ' ) A. A., 1892, p. 386, et 1896, p. 345. Dans la premiere de ces deux Notes, p. 388, 
deuxieme ligne, au lieu de « par le point T », il faut lire « par le point I ». 

H O.ll. 
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Remarquons en outre que les anomalies a et (3 sont ensemble inferieures ou 
superieures a tz. 

Pour representor l’equation, posons 

(ft) « = : j t.fi, 

(<?) P = p 2 £. 

II vient des lors pour (a) 

(a) p 2 u -t- p t sin a.e — p,p 2 x = o 


ou 

(a 6 is) 


^ Pi sin a — p 2 

— O J : 

pi sin a -+- p 2 


r : 


p, p 2 a 


pi sin a p 2 


Remarquons que tant que a est inferieur a tz, x est, en valeur absolue, 
inferieur a o, demi-distance des origines, c’est-a-dire que le point (a) corres- 
pondant est entre les axes A u et Bo. 

Pour a superieur a tz, ce point serait en dehors des axes. Fractionnons 
done le nomogramme a partir de cette valeur de a, ou, puisque nous venons 
de remarquer que a et (3 sont ensemble inferieurs ou superieurs a it, a partir 
de (3 = tz, pour changer le sens croissant des (8 sur A u. Gela revient, en desi- 
gnant par a' et (8' des valeurs de a et [3 superieures a it, a prendre pour (s' 




U = Pi (2- — fj'), 


en conservant l’equation (e). 
11 vient alors pour (a') 


<*') 


— p 2 u -b p i si n a' . o -+- p t p 2 ( 2 tz — a' ) = o 


ou 

(a' &os) 




= 8 


pisin a'-+- p 2 

: 7 ? 

pi sin a — p 2 


A = 


— Pl p2 ( 2 TC — a') 

■ — — * • 

Pi sin a' — p 2 


On voit immediatement que le point (a') coincide avec le point (a), dont la 
cote est liee a la sienne par la relation 

a = 2 7r — a\ 


II suffit done de construire les points (a) pour a << tz et d inscrire a cote de 
cliacun d’eux la cote 27 r — a, en plus de la cote a, pour avoir du meme coup 
les points (a')- On pourra d’ailleurs, pour plus de commodite, incrire ces cotes 
en degres. 

Sur le nomogramme de la figure 92, emprunte au Me moire 0 . 11 , on a 
pris p 2 = 10 pi, ee qui donne les formules 


(P) 

O) 

(«) 


u — p, (j, 

v — 10 pi e, 

sina i o ^ _ iopia 

sin.a-hio' ^ sina + io* 
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Pour obtenir Je degre de precision requis par l’Astronomie moderne, il fau- 
drait evidemment adopter une valeur de qui rendrait l’emploi du nomo- 
gram me pen pratique. 

Un nomogramme construit avec pi = 5o mm , ce qui Ini donne une hauteur 
de 20 cm , fournit aisement 1 ’approximation du demi-degre ( 1 ). 

Sur celui de la figure 95 , on a pris > jl 1 = io mm . 

La construction du nomogramme est des plus simples. En effet,les tichelles (( 3 ) 
et (e) sont metriques. Quant a 1’echelle (a), remarquons que sa projection 
l’aite parallelement a A u ctBc sur 1’axe AB des origines, definie par la valeur 
oi-dessus de x, est projective d’une echelle sinusoidale. D’autre part, le fait 
que, pour e — o, l’equation donne a = [3 montre que la projection de l’echelle (a), 
faite a partir du point B sur A u, se confond avec l’echelle ([3). De la, une tres 
rapide construction de cette echelle (a). 

D’ailleurs la construction de I’echelle portee sur Ox, projective de celle 
de sin a, exigeant la determination direete de trois points, ceux que 1’on choi - 
sira ici seront evidemment ceux qui correspondent a 



pour lesquels on a respectivement 


x — 


0 (point 


o 


°.)» 


X — 


a 

IM 


2 [ J .-2 


2 p 2 


X = 0 


pi — p 2 

Pi -+“ P 2 


Ce dernier point correspond a la tangente au support de I’echelle (a) parallele 
a Ai^et Bp, puisque les points correspondant, sur cette echelje, a deux valeurs 
supplementaires de a, sont sur une meme parallele aux axes. 


(') Un tel nomogramme peut encore rendre des services aux astronomes en leur 
lournissant pour I’application des rncthodes d’approximation usitees pour la resolution 
de l’equation de Kepler, telles que celle de Gauss (Baillaud, Cours cl' Astronomie, t. IT, 
p. qj), une valeur tres sensiblement approcliee qui dispense de tout tatonnement. 


d’ocac.ne 


15 
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Remarque complementaire. — Get exemple particulier va nous fournir 
Toccasion de faire voir comment on peut parfois, dans le eas d’une echelie 
curviligne, determiner l’ecartement des axes en vne de rendre aussi grand que 
possible le minimum de Tangle de Tindex avec les eclielles. 

II suffit de jeter les yeux sur la figure 95 pour voir que ce minimum est donne 
par Tangle de la droite qui joint le point (fi) cote o an point ( e) cote o, 4 : avec 
la tangente a la courbe qui porte Techelle (a) au point cote o. 

Pour calculer cet angle, remarquons d’abord le coefficient angulaire de la 

droite qui joint le point u — o au point v = 0,4^2 est egal a 


0 


D’autre part, la droite qui joint le point 11 — o au point a coupe l’axe Be au 
point v — - 4 — • Son coefficient angulaire est done — — dont la limite 


sin a 




2 0 si n a 


pour a = o est 


Jii 

2 6 


Le coefficient angulaire de la tangente a Torigine au support de Techelle (a) 


est done egal a o ,5 


. T 2 


La tangente x de Tangle que font ces deux droites est, par suite, donnee par 

o , 3 p .9 

o o , 3 0-2 0 


O, ' 


o 2 -f- o, 1 p.| 


$ 2 


Cherchons le maximum de x. 

L’equation ci-dessus pent s’ecrire 

x 3 2 — o ,3 ( u 2 o -4- o, i ( u.fx =0. 

Pour que ses racines $ soient reelles, il faut que 

0,09 a 2 — o,4 p 2 x 2 ^o 


ou 


-2 < 9 

4o 


Le maximum de x, independant de 04 et ( u 2 , ce qui est digne de remarque, 
est done donne par 


9 


fo - 0 ’ 474 ’ 

valeur qui correspond a un angle de 2 r j°22' 3o". Pour cette valeur de x, on a 

o , 3 ;a 2 


0 = 


2X ( 


o , 3 16 <ju. 


L’ecartement 28 des axes devra done, dans cette hypothese, etre pris egal 
a o, 632 p . 2 C 1 ). (*) 


(*) On trouvera un autre exemple au n° 123 . 
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82 . Condition de representabilite d'une equation d’ordre nomogra- 
phique 4 par an no mo gramme de genre 1. — On pent sc proposer de 
rechercher a quelle condition Pequation d’ordre 4 la plus generale, qui peut 
s’ecrire 

1 1 > J 8 i a of\J a\J\ -+- a 2 f 2 -~ a 3 ) -f- g% 1 b Q f\f 2 -H b\f\~\- b 2 f 2 -f- 63) 

•+■ c of\jfz *+* c 1 f\ ~~ c 2,A H- C 3 ) = O, 

est reductible au type canonique 1 E ) do’ n° 78 auquel correspond un nomo- 
gramme de genre 1. 

Pour tro uver cette condition, nous remarquons que les valours 'C A et Z 2 de Z\ 
et correspondent an point de rencontre des deux echelles rectilignes sont 
critiques; autrement dit, dies permettent de satisfaire a Pequation, quel que 
soit z z% puisque Palignement ‘ 4 i £2 est indetermine (comme ayant deux points 
confondus). II faut done que les valeurs correspondanles et o 2 de f\ et f 2 
soient telles que l’on ait a la fois : 

a 0 9 i Y2 ct\ O4 -f- CI2 9*2 ^3 = 

^0 ^2 ^?2 — 1 — ' ^ 3 = 

C 3 = (). 

La condition cherchee sera done donnee par le resultat de Pelimination 
de 91 et » 2 entre ces trois equations, elimination qui se fait ires aisement sui- 
vant la meme marclie qu’au n° 46 (pour Pelimination de# el y entre les equa- 
tions des trois cercles) et qui, si l’on represente par D le determinant 



a 2 

«3 

bi 

b 2 

b 3 

Cl 

C 2 

C:i 


el par D,- ce qu’il devient quand on y remplace la colonne a,-, b e - : ci par a 0 , 6 0 , 
e 0 , conduit au resultant 

( 2) DD 2 + D t D 2 = o. 

Telle est la relation que M. Clark a Irouvee par une tout autre voie ( 1 ). 

M. Soreau a remarque que ce resultant n’est autre que le discriminant A du 
premier membre de < 1 ) rendu homogene. On voit done que ce discriminant A, 
dont on a vu le role essenticl dans la theorie de Pequation generale d’ordre 3 
< n° 74 i, a une importance de meme ordre pour celle d’ordre 4. Toutefois, alors 
que, pour la premiere, il y a trois cas a envisager selon que A > o, A — o, 
A < o, il n’y en a que deux pour la seconde, selon que A = o ou non. 

Nous avons. pour notre pari, ajoule a ces resultats la remarque que voici : 

Lorsque cette condilion C't remplie, les valeurs critiques a > 1 et z > 2 deft et 


(‘) Pans le Memoire vise plus loin (premier renvoi du n° 83 , p. 329). 
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dou se deduisent les valeurs correspondantes et £ 2 de z x et z 2 . Si done on 
se donne arbitrairement les points cotes a x et b x sur l’echelle (s,), a 2 et b 2 sur 
l’echelle (z 2 ). comme on connait un troisieme point cote de chacune de ces 
echelles, savoir le point commun a leurs supports cote £, sur I’une, £ 2 sur 
I’autre, ces deux echelles sont entierement determinces comme projectives res- 
pectivement de f x et de/ 2 . 

Une fois ces echelles construit.es, il suffit, pour avoir un point quelconque 
de l’echelle i z s ), de tirer deux alignements z x z 2 correspondants. Si, par 
exemple, Techelle (z 3 ) est conique, on en determine ainsi qualre points, d’ou 
l’on deduit onsuite tous les autres ( n° 65). 

B. — Nomogrammes de genre deux et trois. 

83. Nomo grammes coniques de genre i pour equations d’ordre 
nomo graphique 3. — II est bien remarquable que, lorsqu’on applique 
le procede normal de disjonction des variables, d’un emploi courant 
dans la pratique, qui a ete indique au n° 41, a l’equation d’ordre no- 
mographique 3 la plus generale, pour laquelle, au n° 74, a ete etudiee 
la representation au mojen de trois echelles rectilignes, ce n est pas 
sur ce mode de representation que l’on tombe. Meltons, en effet, 
1’equation (i) du n° 74 sous la forme 

(0 JA A/,/) -+- B 2 y, -+- Bi f 2 H- C 3 ) -f- B 3/1/2 H- C1/1 -t- C 2 / 2 -+- D — o, 

el posons, conformement au procede de disjonction indique au n° 41, 

A/,/ s -t- B a /, -+- B,/ 2 -+- C 3 = u. 

B3./1./2 -+■ Cj/i ~+" C2/2H- D = v. 

Si nous reprenons les notations du n° 73, nous trouvons que le 
resultat de F elimination de j]> entre ces deux equations peut s’ecrire 

( zi ) Eif l -M B 3 k — A v — F x )/, C 2 u — B, v -t- G t = o. 

De meme, Felimination de/, entre ces deux equations donne 
( z 2 ) E if l ( B 3 u — Ac — F 2 )/ s - 4 - Gi u — B 2 e -+- G 2 = o. 

Quant au systeme (; :! ), on a son equation en portant simplement 
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dans (i) les valeurs choisies pour u et e; il vient ainsi 

( z z) Ilf 3 - 1- P = O. 

Les equations (s t ) et (z 2 ) definissent des echelles du second degre 
que l’on sait construire geometriquement, suivant ce qui a ete vu 
au n° 65, et l’equation (s 3 ) une echelle rectiligne projective de celle 
dey 3 ; il est done facile de construire entierement, sans autre calcul, 
le nomogramme correspondant ( 1 ). 11 convient d’ailleurs de remarquer 
que les echelles (^ 4 ) et (z 2 ) ont un meme support conique, ce qui 
implique une sensible simplification de la construction. 

Les equations de ces supports, ob tenues directement (n'* 65), 
s’ecrivent, en effet, respectivement 

( B 3 a A v — F, ) 2 — 4 E t ( G2 u — B 4 c -f- Gj ) = o, 

et 

( B 3 u — Ac — F 2 ) 2 — 4 E 2 (Ci u — B 2 c + G 2 ) = o, 

et il est facile de verifier que ces deux equations se reduisent a une 
seule, savoir 

(2) (B 3 a Ac ) 2 — 2ll 3 U -4- 2Kp A = o, 

lorsqu’on a pose 

H/ = B,(F 0 — aByCy- 2B A .C A )4- 2 ACyC A -, 
t, /, k etant toujours une permutation circulaire de 1 , 2 , > et 

K = AF 0 — 2.Bj B 2 B 3 , 

A designant encore le discriminant du premier membre dc ( 1 ) rendu 
homogene. On voit qu’ici, a Finverse de ce qui a lieu dans le cas des 


(*) C’est en cherchant a traduire nomographiquenient, pour l’usage de ses agents 
techniques, les form u les d’un emploi courant dans son service que M. Wolff, ingenieur 
en chef du service des irrigations du Nil, appliquant purement et simplement le 
procede de disjonction des variables indique dans la brochure 0.4 (p. 14), est tombe 
sur les premiers exemples de nomogrammes coniques. 

L etude systematique de ces nomogrammes a ete depuis lots developpee par M. . 1 . 
Clark, professeur a I’Ecole Polytechnique du Caire, dans sa remarquable Theorie 
generate des abaques d’alignement de tout ordre ( Revue de Mecanique , 1907) 
pour laquelle nous avons nous-meme ecrit une preface que l’auteur avait bien voulu 
nous demander. La notion des valeurs critiques nous a permis, depuis lors, d’intro- 
duire dans cette theorie d’utiles simplifications, celles notamment qui se rencontrent 
dans l’expose des n os 82 et 83 ci-dessus. 
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echelles rectilignes (n° 75), la meme solution resle vaiable quel que 
soit le signe de A. 

La consideralion des valeurs critiques (n° 73 ) va d’ailleurs nous permettre 
d’amener la construction a sa forme la plus simple el, en meme temps, de re- 
trouver la forme canonique correspondante de lequation (n, obtenue diffe- 
remment par J. Clark ( 1 ). 

Si Ton represente parCle support conique commun de-* echelles ( ) et (z. 2 ) 

et par D le support rectiligne de Fechelle (z 3 ), il est clair que les valeurs cri- 
tiques definies an n° 73 correspondront aux points I et .1 de rencontre de la 
droite D et de la conique C, chaque valeur critique de etant associee aux 
deux valeurs critiques de Z\ et z 2 du groupe oppose au sien; autrement dir. 
Kz etant associee a C'[ et ^ en lj £3 a si et V 2 en J. Et, en offer, avec une telle 
disposition, on verifie, ainsi que cela doit etre, que deux valeurs critiques de 
groupes differents donnent bien toujours une valeur indeterminee : par exemple, 
Ci et C3 donnent pour alignement une droite quelconque passant par J (valeur 
indeterminee pour^ 2 ); Ci et C 2 donnent pour alignement la droite D elle-meme 
(valeur indeterminee pour z 3 ), etc. 

Tandis que si i’on associe, par exemple, Ci et auquel cas I’alignement sc 
confond avec la tangente en J a la conique C, la valeur Z" >t qui en rosulte 
pour z 3 est parfaitement determinee. 

Ainsi, les deux valeurs critiques inscritcs sur C on I cl en J sont'de meme 
groupe: autrement dit, elles sont telles que les valeurs correspondantes cj 
et cp 2 de fi et jC satisfont a une meme equation (7 > du n° 73. cc qui entraine 

(3) aEjo, — F ] 2 E 2 — F 2 , 

les E/, F, ayant la signification definie a ect endroit. 

Substituons des lors a f x et : f* les functions g t et g 2 definies par 

,A'i = ^ Ei f\ Fj, g 2 — — F 2 . 

Si I’on porte dans l equation (n ci-dessus les valeurs de f\ et /’ 2 tirees de la, 
soit 

f ■+■ Fl /. g-2 -r- F, 

J \ L? ^ - 771 

2 Ei 2E2 

et si Ton remarque, d’autre part, eu egard aux valeurs de H/ el K, ci-dessu^ 
ecrites, que Ton a les relations ( 2 ) 

F/B (+ *EjC a .= FjtBt-h 2 EaCj= H/, 

AF/+ 2E/B|-= K, 


( 1 ) Cette maniere de fidre reposer, ici et dans la suite, la theorie des nomogrammes 
coniques sur la notion des valeurs critiques, est empruntee au Memoire 0.50. 

( 2 ) 0.50, n° 6. 
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quel quo soit i, on trouve que Erquation se transformc en 
(4) glgzgi-^ (gl-^gz >/<3-+- h— O, 

equation oil I ’on a encore pose 

L ;i = AF, F 2 -+- 2B, E,F 2 + 2B 2 E 2 F 1 + 4G 3 EjE 2 , 

M 3 = BF, F 2 + 2 C, E 2 F, -+- 2 C 2 Ei F 2 4 BE! E 2 , 
et 

a/ 3 +b 3 = sv k/ 3 -4-h 3 = a 3 , l,/,+ m,= / 3 . 

Cette forme d ’equation (4) est bien la forme canoniqne trouvee par Clark. 

Si Eon a effectin' la reduction a cette forme, on voit que les equations (^i), 
( « 2 ) et (z :i ) correspondantes, obtenues au movcn de 


u = g \g%. 


<’ = gi + gi 


s’ecrivent 

( 5 i ) 

(-2) 

(£ 3 ) 

Be support commun des echelles (z t ) et (z 2 ) a alors pour equation 


u — vg 1 - 4 - g\ = o, 
u — = o, 

ug>-^vh z - 4 - / 3 =o. 


e 2 — 4 M 


et la correspondance entre les graduations portees snr ce support commun 
resulte de la relation 

(5) - gi = gt- 


Quant, a Eeclielle (z 3 ). les fonctions g 3 , /i 3 , / 3 s’exprimant lineairement en 
function de/4, son support est rectiligne et el le apparait, sur ce support, comme 
projective de celle de f 3 . 

Si I on cherche a reformer Eequation representee en eliminant u et v entre 
les trots dernieres equations (z-y ), (z 2 ) et (z 3 ), on trouve 


(6) 


g 3 


gi 


- gt 
^3 


& 1 
g\ 

h 


— o. 


qui, lotsqu’on la developpe, redonne bien le premier membre de (4 )- mais, 
multiple par le facteur gi — g 2 . Cela explique que les valeurs de Zy et z t 
associees a cliaque point de C, qui doivent satisfaire a Eequation avec une 
valeur quelconque pour z s , annulent le facteur parasite g\ — g 2 . 

Remarque. — La theorie precedente, pour laquelle, dans l eqation ( 1 ), on 
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a accouple les variables z x et z u pourrait tout aussi bien etre developpee si, 
au lieu de z, et z 2 . on accouplait z 2 et z 3 , ou encore z 3 et Seulemenl les 
facteurs parasites deviendraient alors 

(iEi/.-F,) — (alij/a-Fs) 

ou 

( '*■ E 3 fz — F 3 ) — ( 2 E]/j — ). 

Cela fait pressentir qu’il doit exister un mode de representation nomogra- 
phique de 1 ’equation (i), rigoureusement symelrique par rapport aux trois va- 
riables. 

M. Clark a, en effet, demontre ( 1 ) que toute equation reductible a la 
forme ( 4 ) ci-dessus est susceptible d’etre representee au moven de trois 
echell.es portees sur une meme cubique. On ramene d’abord, pour cela, cette 
equation a la forme canonique 

g\ g 2 gs ^ gi gj ■+■ Y 2gi 

qui peut etre eerite 

gi + t g\ — y g’i + r ' 

g 2^-e gi — Y g\+ ? ' — o 

g 3 e gl ~ Y + * 

moyennant l’introduction des facteurs parasites 

(gi — g'i){g%— gz)(gs — gi )- . 

Ce resultat offre un interet d'ordre plutot theorique; nous ne nous y arrete- 
rons done pas longuement. 

Remarquons toutefois qu’en ce cas. les valeurs critiques 9 ) et <p"- des func- 
tions ji viennent sc grouper au point double du support cubique unique, oil 
celles d’un meme groupe ( f r ) ou (a") doivent etre affectees a une meme branebe; 
lalignement tangentiel defini par deux d’entre elles coupant des lors la seconde 
branche en un point de cote bien determinee < appartenant au groupe op- 
pose ). 

11 appert de la que, suivant que A > o, A = o ou 1 < o, le support cubique 
a un point double a tangentes reelles (crunodal), confonducs (cuspidal) ou 
imaginaires (acnodal). 


(*) Loc. cit Chap. V. Ce resultat a ete etabli difleremment par M. Soreau ( en 
meme temps d’ailleurs que la plupart de ceux que M. Clark avait, en iqo 5 , commu- 
niques au Congres de Cherbourg de l’A. F. A. S.) dans son Memoire : Aouveaux types. 
p. 17. 
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84 . Construction des nomo grammes coniques de genre 2. No- 
mogrammes circulaires. — Les echelles (z t ) et (^ 2 ) etant cons- 
truites sur la merae conique C par le procede inclique au n° 65 , deux 
couples d’alignements entre les echelles (s,) et (s 2 ) donnent deux 
points de l’echelle (_s 3 ), qu’il suffit de joindre pour avoir la droite D; 
Fintersection d’un troisieme alignement et de cette droite fournit 
ensuite un troisieme point de l’echelle (^3) qui se trouve ainsi entiere- 
ment determinee, puisqu’elle est projective d’une fonction connue 

Etant donne que, si l’on cote les points de l'echelle (z,) 011 (^2) 
au mojen des valeurs correspondantes d ef t 011 de/ 2 , le faisceau qui 
les unit a Fun quelconque d’entre eux est projectif d’une echelle me- 
trique ('), on voit que les points de rencontre I et J de la droite D 
et de la conique C seront reels ou imaginaires, suivant que les va- 
leurs ©' et de /, seront elles-memes reelles ou imaginaires, c’est- 
a-dire suivant que A sera positif ou negatif (n° 75 ). 

Si done A o, on peut marquer sur C les points I et J qui donnent 
par leur jonction le support D de l’echelle (^3). On connait d’ailleurs 
les cotes et C, de ces points sur cette echelle. II suffit alors, par un 
seul alignement, d’obtenir un troisieme point de cette echelle pour 
qu’elle soit entierement determinee. 

Si A = o, les valeurs o' et a" devenant egales, les points I et J se 
confondentet la droite D est tangente a la conique C. 

Dans tous les cas, on pourra , suivant la remarejue II du n° 65 . 
ainsi que Clark 1’a observe, faire en sorte que C soit un cercle, auquel 
cas le nomogramme sera dit circulaire. 

M. Soreau (-) a mis sous une forme simple la determination ana- 
lytique de ces nomogrammes circulaires lorsque l’equation a repre- 
senter a ete amenee a la fo rme (6) du n° 83 . En efFet, une propriete 
fondamentale des determinants permet de changer cette forme en 


(0 


1 Si 1 + g\ 

I g2 I "+■ g\ 

g 3 —1^ gi H- / 3 


— O. 


11 suffit ensuite d’interpreter cette equation en coordonnees carte- (*) 


(*) Voir le cinquicme renvoi du n° 74 ( p. 204 ). 
( 2 ) Nouveaux types , etc., p. 16 . 
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X 


siennes (n° 6*2) en prenant 
( *1 ) 

■ -+- & 2 

/> 


1 

1 ■+• »i 

1 


O3) 


,r 


3 -+" A-! 


y 

y 

y 


l 


I ~ 


1 - - <>• - 

1 & 2 

~/*3 

'•^ 3 + /s’ 


le module unique, suivant ( ) x et O y : etanl pris egal a 1 . 

On voit ainsi que le support comraun des echelles (A , ) et ( z 2 ) est 
le cercle x- -b ) - -- x — o, decrit sur le module OA de O x comme 
diametre. 

Nous avons, ( le noire cole < 1 ), fait la remarque que V on obtient 
Vechelle (z/) sur ce cercle en projetanl d partir clu point A 
Vechelle de la fonction gi portee sur une par allele O' V d Or 

{fig- 96 >. So it, en diet, k Fordonnee de eelte parallele ( c est-a-dire 


Fig. 96. 



■'VxV. x 

le rapport j • Si x' represente la longueur A M', egalement evaluee 
avec le module OA, on a 


x 


k tang AMP - 


k 


x 


y 


— h 


Si- 


De la, une fois le cercle OA trace, le moyen de marquer les 
echelles (A, ) et ( z 2 ) par projection des echelles g { et g 2 - 

M. Soreau a encore indique un autre moyen de construire analyti- 
quement les echelles circulaires ( 2 ). 


(’) 0.51, n° 77. 

( 2 ) Nouveciux types . etc., p. 34 . 
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11 consiste a transformer cette fois la forme ((>) du n° 83 en 


U) 


I — (X^-u y ) 2 2( -H ;->■) 1 H- (A -i 4- y. )'- 

, ( X g, -}- y )2 2 ( A -A -4- [X ) 1 + ( A -u )2 

(i — ;%j+2 A|^. 3 - X 2 /*, 3 2(yy> : > — X/? 3 ) (i -+- y 2 )g^ — 2 X[jl/* 3 4 - X 2 A 3 


et a prendre 


(o) -r = 

(-s 2 ) A? =3 
( -3 ) # = 


F — (X^i -+- y) 2 


I — (X^*-, -e 

■ ;a ) 2 

1 — ( X £'■> -T- 

• y)- 

f -H ( 

■iO*’ 

. i — y 2 ) g- :i 

--f- 2 X y hs — 

‘ I -+- |A -)$■* 

— 2 X y h:s -+- 


X 2 /, 

A 2/;/ 


r 

.7 

y 


■*(Xff t 4- ;a) 
i + (^i+ ;y) 2 ’ 

2(X^ a -+- ;a) 

1 "+" ( X#2 "+■ |A) 2 


2 ([A ^ 3 — \h Z ) 


= O 


(. I -+- JA 2 ) £'3 — 2 A (A /i 3 H- A 2 /.! 


parce quddors le support common des echelles (j,) e i c.) est le 
cercle a* 2 -- y 2 ~ i . 

» 

Pour porter la graduation (A/) sur ee cerele, M. Soreau a fait la 
remaxque que I on a, en appelant to Tangle qne le rayon OM fail 
avec O.r {fig. \)~ ), 

to . 

tang- = X gi — (a, 


Fig. 97. 



ee qui, si Ton a, one fois pour Louies, gradue on cercle suivant les 
valeurs dr iang^> permel, par application d un caique, dobtenir 
rapidement Techelle ( zy). 

A noire lour (*), nous avons fail observer que si la droite BM 
coupe l)y en M/ et si Ton marque sur cel axe le poinl O tel 
que 1)0':— ut. (mesure avec le module OA), la formule prece- 


(*) 0.51. n° 77. 
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dente montre que Foil a O'M'^Agv, c'est-a-dire que Von obtienl 
V echelle ( zf) en projetant sur le cercle , du point B oil ce cercle 
coupe la partie negative de O#, l' echelle de la fonction gi portee 
d partir de O sur Or avec un module egal a X O A . 

Remarquons d’ailleurs, puisque, dans chacun des deux cas ci- 
dessus, le centre de projection appartient a Feehelle circulaire a 
construire, que ces deux constructions apparaissent coniine des cas 
particulars du theoreme general enonce au. n° 60 au sujet des 
echelles coniques quelconques. 

Voici un exemple d’un tel nomogramme emprunte a M. Soreau ( 1 j : 

Pour determiner le rapport m entre l’epaisseur et le rayon interieur d’un 
tuyau soumis a une forte pression interieure p, lovsque R est le maximum de 
la tension de la matiere de la paroi ( p et R etant exprimes avec la meme 
unite, generalement le kilogramme par millimetre carte), Lame a donne la 
formule 



qui peut s’ecrire 

_ p ( i -b m ) 2 — i _ 

R ( i m ) 2 -t- i °’ 

laquelle rentre dans le type canonique (4) du n° 83 lorsqu’on prend 

gi^P, gi= ~ ^3=1, h 3 SO, 

^ ( r -4- mp — i 

3 ( i -+- rn ) 2 i 


Si on la met sous la forme (2) ci-dcssus, elle se transforme en 



( 1 -T- rn ) 2 — 1 

(i + m) 5 +i 


qui se traduit par le nomogramme represente par la figure 98. 

Le fait, remarque par M. Soreau, que, pour m = 00, on a p = R, montre 
qu’il suffit, une fois obtenue rechelle (p), de la projeter a partir du 
point m — cc pour avoir l’ecbelle (R) ( 2 ). 


( 1 ) Contribution d la tlieorie et aux applications de la nomogvaphie dans le 
Bull, de la Soc. des Ing. civils, 1901, n° 69. 

( 2 ) On-trouvera au n° 98 un exemple d’emploi de la forme (1) ci-dessus. 
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80. Nomo grammes coniques de genre 3 pour equations d’ordre nomo- 
graphique 4- — Eu egard a la remarque de M. Fontene pour le cas ou le dis- 
criminant A est negatif ( 1 ), on peut dire que toute equation d'ordre nonio- 
graphique 3 peut etre , ad libitum, representee par un nomogramnie de 
genre o (n° 74) ou un no mo gramme conique de genre i (n° 83). 

Fig. 98. 



Si done on se place au point dejvue de la theorie generale, on constate 
qu’en ce qui concerne I’ordre 3, 1’introduction des nomogrammes coniques n’a 
d’autre avantage que de permettre une representation purement projective 
dans le cas oil A -< o ( 2 ). 


(‘) Troisieme renvoi du n° 74 ( p. ao3). 

( 2 ) II convient de noter a cet egard que I’immense majorite des equations d’ordre 3 
fournies par les applications pratiques, rentrent dans le type A ^ 0, et, par suite, sont 
projectivement representables par un nomogramme de genre o. Pour avoir un exemple 
du type A < o, Clark a du recourir a une equation choisie expres et non, a propre- 
ment parler, puisee dans la pratique, savoir 


tang«p.j 


tang 9,+ tang 
x — tango, tang 9., 


equivalente a 9,-+- 9.,— 9,, et qui, a cet egard, fournit Texemple le plus simple de 
Panamorphose indiquee par M. Fontene. 
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Mais, quand il s’agit des equations d’ordre nomographique 4? I’inleret de 
cette introduction est tout autre. Nous avons vu, en elfet, au n° 82, que, pour 
qu’une telle equation, ecrite sous la forme 

0 ) ^3(^0 & 1 J ' \ l i “l - #3 ) •+• g:i ( bo.fiji ^ b\ fy -+- ^ ’ 

-+ /< 3 (c„/i / 2 -+- C, /, -f- C 2 / 2 -f- C, ) = O, 

soit representable par 1111 nomogramme de genre 1 , il faut que la relation (•>,) 
de ce n° 82 soit satisfaite, savoir celle qui, avec les notations definies a eet 
endroit, s’ecrit 

1 2) DD 3 + Di D 2 = o. 

Or, si cette expression est differente de zero , V equation ( 1 ), ainsi que 
Clark en a le premier fait la remarque. est representable pai' tin nomo- 
gramme de genre 3, a supposer, bien entendu, que les fonctions f :i , g s , h A 
soient lineairement independantes, sans quoi on retomberait sur le cas traite 
au n° 83. 

Cet important resultat peut s’etablir comme suit ( 1 ) : 

Rep resentant par A 12 , l> 12 , C 12 les coefficients de f 9y g A , h 9 dans (i etfec- 
tuons la disjonction des variables dans cette equation en posant 

* ) C j 2 ii A 1 2 o , C [ 2 c — 13 1 .> ~~ < > . 

Pour que ces equations permettenl de realiser efi’eetivement cette disjonc- 
tion, il faut que les trois equations 

I4) A 12—O, R 1 i — O, C 1 2 = < ) 

ne soient pas compatibles. Si, en effet, elles 1’etaient, on aurait 

0 1 2 / A 1 2 A— m R j 2 , 
et, des equations (3), on deduirait 

In -+- mv ~ 1 , 

equation independante de Zy et z 2 , ce qui equivaudrait a une impossibility. 
Or, si foil se reporte au n° 82, on voit que la condition d’incompatibilite des 
equations (4) est que le premier membre de ( 2 ) soit different de zero. 

Ainsi done, lorsque cette condition est remplie, il suffit de porter les valeurs 
de u et v tirees de (3) dans ( 1 ) pour avoir 1’echelle (^ 3 ) qui, ici, est curviligne, 
puisque f 3 , g 3 , h : > sont lineairement independantes. 

Quant aux echelles (^ 1 ) et(^ 2 ) on les obtiendra en eliminant successive- 
ment f 2 et fy entre les Aquations (3). Si 1’on pose 

« 

0/ = ci u — at. \ i = civ — b,\ 


(>) Memoir e 0.50, n° 12. 
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on voit que les equations (3) peuvent s’ecrire 

fi ( U 0 /t -r- U 2 ) -+- U i f i -+• U :! — o, 

V a )-f-V,/, + V 3 = o, 

d’oii, si Ton pose encore 

\V,/=U,Vy-UyV,, 

on tire, par elimination de f 2 , 

W 0! f\ "+■ ( W 03 — Wj 2 )/, - 4 - W 23 = O, 

equation lineaire en u et e, attendu que Ton verifie immediatement que tous 
les W ,j sont lineaires en u et v. On a done ainsi l’equation d’une echelle (si), 
et de meme pour (z 2 ) par permutation des indices 1 et ■>.. 

On peut d’ailleurs facilement verifier que les deux echclles (z\) et (z, 2 ) ont 
meme support conique, attendu que, pour (z\) par exemple, on a pour l’equa- 
tion du support 

(W03- W12) 2 - 4 WoiW 23 = o. 

Or, de la relation qui definit les \V,y, on deduit que 

^ 03 ^ 12 — W 0 2 W 1 3 W 0 1 W 23 . 

Gela permet de transformer l’equation du support en 

Woo "+* :> -( Wo, W23H- W02 W13) = o, 

qui ne change pas quand on permute les indices 1 et •>, puisque 

Wji=— W 12 . 

Si les fonctions f 3 , h 3 s’expriment par des polynomefe du deuxieme degre 

portant sur une meme fonction de z 3 , l’echelle (z 3 ) est elle-rneme conique, et 
peut, comme (^ 1 ) et (z 2 ), se construire suivant le mode indique au n° 65. 

86. Exemple : Fruit interieur des murs de soutenement . — Parmi les 
equations rentrant dans le type ( 1 ) du numero precedent, on peut citer celles qui 
appartiennent au type ( 1 ) du n° 42. De telles equations sont done representables 
par nomogramme conique que l’on peut construire geometriquement comme 
on vient de l’indiquer. Nous pouvons, en particulier, reprendre a ce point de 
vue 1 ! exemple traite en droites concourante^ au n° 45; mais, afin de donner 
un exemple complet du traitement analytique d’une question de ce genre, nous 
developperons entierement la solution dans ce cas. 

Reprenons done 1’equation du n° 45 : 

(. + w— /(. + P )h - <j^n<i±ipJ = 


relative au calcul du fruit interieur des murs de soutenement. 
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Nous aurons sa representation au moyen (ie points alignes en changeant 
simplement x et y en u et v dans les equations (/), ( p ), ( li ) du n° 45, ce qui 
donne 

( I s ) 2 ( l~ — 1 ) u -+- 3 l (l -+- i) v — l ( l — 1 ) = o, 

( p ) 2(2/) + 1)11 -+- 3 (p -+- i)v — (p -f- i)('ip -+- 1) = o, 

(//) hu -j- t> — h-—o. 

Ge sont trois systemes du second degre, et les deux premiers ont pour 
support une merae conique, d’apres ce qui vient d’etre vu. Les cotes / et p 
d’un meme point de cette conique, considere successivement comme apparle- 
nant a 1’un puis a l’autre, sont d’ailleurs liees par l’equation 

/>(/ + i) + i = o. 

Si Ton construit les trois systemes ci-dessus, on obtient la disposition repre- 
sentee par la figure 99, correlative de celle que montre la figure 46. 



Nous avons, a la fin du n° 45 , fait ressortir les defauts de cette derniere. Ceux 
qu’offre la disposition de la figure 99 ne sont pas moins sensibles. On voit, en 
effet, que les droites joignant deux a deux les divers points des echelles (/>) 
et ( l ), prises dans leurs parties utiles, coupent cette derniere sous un angle 
tres petit. Pour remedier a ce defaut, nous allons appliquer ici la transforma- 
tion bomograpbique exposee au n° 61 , qui renvoie pour les formules au n° 43 . 
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Faisant varier / et p de - a i, proposons-nous.de faire en sorte que le qua- 
drangle limite forme par les points 

l — i , l = - > o = i. p = - 

■> i 

soit le rectangle des points 

» 

it — o, o = i, v = i , p = o, 


I’unite de longueur etant d’ailleurs prise egale au demi-ecartement des axes. 
Nous referant aux notations du n° 43 , posons 

H ( / ) = t f \ -f- [A g\ H- v // 1 , 

G(/>) = Xy 2 -t- [J-gz -+-vh 2 , 

K(/i) = X/ 3 -+- p.# 8 -+- v// 3 , 

et de meme avec les accents prime et seconde . Les fonctions />, £7, /»,- 
etant ici 

= *>. — ■> , g' - 1 = 3 / 2 -+- 3 /, A i — — l- l , 

f t =z \p -h A, £7 = 3 /t> -+- 3 , /<2 = — ‘>/> 2 — 3 /> — I , 

/ 3 =//. G ^3 = — /*"> 


nous avons 

H( /) = (2 X -f- 3 [J- — V ) /* -+- ( 3 [A -r- v) / — 2 X, 

G (p) ~ — 2 v P * ( 4 X -t- 3 ;a — 3 v)p h- •>. X -t- 3 ;a — v , 

K ( h ) — — v /t 2 -f- X It -+- |a, 

et les equations des points (/), ip), (VO s ecrivent 

(l) t H(l)u + H'(/)p + H "(0 =o, 

(/?)! G(/>)M -+* G'(/>)p- 4- G"(/>) = o, 

(A) t k(A)iH-K'(A)i> + K'(A) = o. 

Les conditions imposees au quadrangle limite donnent done les relations 


(«) 

H'(d = 0. 

H'(i) 

= <», 

(a) 

( 3 ) 

IF (-) = ", 
\2/ 

H (;) +H ’(;) 

= «>, 

( 4 ) 

( 5 ) 

G(i) = 0, 

G '(0 + r/(,) 

= 0, 

(6) 

( 7 ) 

g(-) = 0, 

Vo/ 

G"(i) 

= 0. 

( 8 ) 


Les equations ( 5 ) et (7) developpees sont 

X -4- ;a — v = o, 

8 X -+- q |a — 6 v = o , 

in 


n’OGAGNF 
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Les equations (i) et ( 3 ) sont 


P = o, 


d’oii 

( 10 ) 


6 A' — 9 \x' — v' = o, 


d'oii 

00 


*w f t 

A ;jl v 

I O 6 

Les equations (2) et (8) sont 

p" = o, 

8A"-f-9 l u"— 6/= 0, 


A" u." v" 


o 


Enfin les equations (4) et (6) sont 

(> A — 9 jjl — v -+- 6 A" — 9 \x — '/ = o, 

X'4-p' — v'+X" -4-p" — v"=o 

ou, en Leant les X et Jes p. en fonction des v des equations (9), (jo) et (11) 


IOV + V — 0 , 
I O V ' 


3v" = 0, 


0 ou 


1 — > 


V 

JO 


Prenons 


v = — 2, 


6, 


V = -20. 


Les equations (9), (10), (11) nous donnent alors 


X = — 6, X'=— 1 . X" = j 5, 

P = 4 , p' = O, [X= 0 . 

Portant ces valeurs dans les expressions des H, G et K ecrites plus liaut 
nous avons 

II ( / ) = a(/ + 2)(/ + 3 ), 

H'( /) = i(l — 1 ) ( 2 / — - 1 ), 

H"( 7 ) io(/ — i)(/h- 3 ), 

G(/ 2 ) = 2 (p — l )(2 p — 1), 

G'( p) — a (2/? - 4 - i )(3 p 4- 2), 

G"(p) = — 10(2/? — l)(2/> 4 - 1), 

K ( A ) = 2 ( A ■ — i)(/i — 2), 

K'(/j) == A ( 6 // — 1), 

K"(/< ) = — 5 A X 4 A — 3 ); 
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d’ou enfin, pour les equations des systemes (Z), (p) et (/*), 

(l)-> (/ + 2)(/ + 3)ih-( / — 1 ) ( 2 Z — i ) v -f- 5 ( Z — i ) ( Z -H 3 ) = o, 

(p)i (p — Oi ' X P — l ) u ■+• ( 2 P — 0(3// -+- 2 ) P — 5 (‘ip — l)(2 p + l) = O, 

( h )a a {h — i ) { h — 2 ) -f- /i ( 6 h — i ) p — 5 h{ \h — 3 ) = o. 

Voyons comment on peut construire ces divers systemes qui constituent 
des ecltelles curvilignes ( fig . ioo ). 


Fig. ioo. 



Echelle ( Z). — On a iminediatement les points cotes i et o,5, qui sont , 
d ’a pres la determination meme qui vient d’etre faite : 

(i) u = o, c’est-a-dire x = — i, // = o, 

(o,5) u = i , » x = — i , y — i ; 

♦ 

puis les points cotes — 2 et — 3 : 

(— 2 ) p==i, c’est-a-dire x — 1 , y — i, 

{ — 3) P = O, » X ~ I , y = Q‘. 

enfin le point cote oc : 

( 00 ) u -h 2 p 5 = o, 

L’eehelle curviligne (Z), projetee successivement de chaque point ( — 2 ) 
et (—3) sur une parallele a la droite joignant ce point an point ( 00 ), donne 
une echelle metrique, et, comine on connait les points ( 1 ) el (o,5) de ces 
echeiles inetriques, la construction en est des plus aisees. 

Echelle (p). — Les quatre points (Z) coles ( 1 ), (o,f>), (— 2 ) et (— 3) sont 
les points ( p) cotes ( — 0,5), ^ — - j » ( 1 ) et (o,5), en vertu de la remarque 
iaite au debut de ce numero, qui se veriiie d’ailleurs sur (’equation, { p ) ?. 


c’est-a-dire 


X= 3’ 


y = 


5 
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Quant au point ( x), il est ici 



u 3 v — 

IO 

= o. 

e’est- 

-a-dir 

e x - 

I 

A 

y -- 

_ 5 
2 

La 

construction sei 

a 

la meme 

que 

pour 

F echelle 

■ (l), les 

centres 

tion 

etant ici 










(-o,5)[ 

ou 

(i = i)] 

et 

H) 

[ou ( / = 

= o . 

.5)]- 

Echelle (/«). — Po 

ur 

l’echelle 

(A), 

on a 

tout de 

suite les 

points 

(0 

V 

= 

1 1 C 

’est-a 

-dire 

x = 


y 

= L 

O) 

I I V 

— 

25, 

» 


X — 

, 

y 

20 









l I 

(o) 

u 

= 

O, 

)> 


X — 

— i, 

y 

= o,. 

0 

5 U -f- ‘2 \ V 


<>> 

)) 


X = 

8 

TV 

y 

= O, 

O) 

u -l- 3 v — i o 

== 

o» 

)) 


X = 

1 

“ } 

2 

y 

5 

nn — • 

2 


On voit que les points ( h ) cotes o, i et oc coincident respectivement avee. 
les points ( p ) cotes — ^ > i et so. 

D’ailleurs, l’equation donnee montre que, quel que soit h , pour l — i, on a 

p — 2 h — i . 

Done les droites joignant le point (/), cote i aux divers points (/<), passent 
par les points ( p ) cotes ih — i, ce qui simplifie grandement la construction 
de l’echelle (A), puisque, a une simple modification des cotes pres, l’un des 
faisceaux qui ont servi a obtenir rechelle (p) sert egalement pour l’echelle (h). 


IV. — Application de la methode des points alignes 
a la representation des lois empiriques. 

87. Maniere de traduire certaines lois empiriques en no mo- 
grammes a points alignes. — Lorsqu’une quantite depend experi- 
menlalement de deux autres, on peut toujours, moyennant des inter- 
polations convenables, en representer les valeurs par une table a 
double entree, elle-meme transformable en abaque cartesien (n° 16) 
moyennant l’inscription des valeurs relevees sur la table a double 
entree aux divers points d’un quadrillage metrique et la jonction, par 
des lignes continues, des points ainsi pourvus des memes cotes. 
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Or ces lignes peuvent, de prime abord, apparaitre comme des 
droites; on bien elles s’ecarteront assez peu de telles droites pour 
qu’on puisse les reduire a celles-ci; ou nieme il sera possible de les 
transformer en lignes droites moyennant une anamorphose graphique 
convenablement choisie (n° 28 ), voire determinee par le procede sys- 
tematique du lieutenant-colonel Lafay ( Annexe II). Peut-etre aussi 
les lignes d’egal element apparaitront-elles comme des droites sur un 
quadrillage anamorphose suivant une certaine loi mathematique, 
notamment sur un quadrillage logarithmique ('). 

Si, par le moyen de l’un ou l’autre de ces essais, on a pu traduire 
la table empirique d’ou Fon est parti en abaque a droites concou- 
rantes, on a deja un premier renseignement interessant : on sait 
que la relation qui lie la fonction z$ aux variables independantcs 
et z-2 est de la forme 

/l^3+/ 2 /l 3 +/ 3 = O, 

mais il reste encore a determiner la nature des fonctions y 3 , ,g- 3 , h 3 . 
C’est ici que s’accuse un nouvel avantage de la methode des points 
alignes sur celle des droites concourantes. En effet, cette determina- 
tion exige qu’on arrive a determiner le mode de distribution des 
elements du systeme (s 3 ), c’est-a-dire, dans le cas des droites concou- 
rantes, l’enveloppe des droites du systeme (s 3 ) et la repartition de 
leurs points de contact sur cette enveloppe. Or, une telle determi- 
nation, dans tous les cas assez delicate, est, en realite, le plus souvent 
impossible. Il suffit, pour s’en rendre compte, de se reporter, par 
exemple, a la figure 69. On voit que l’enveloppe des droites (^ 3 ) 
dont la partie utile figure sur Fabaque se trouve fort loin en dehors 
des limites de cet abaque, et meme, tant sont petits les angles que 
font entre elles ces droites (s 3 ) (circonstance des plus courantes dans 
la pratique) que Fon pourrait, sans que l’oeil put avertir de l’erreur 
commise, substituer a cette enveloppe un point de convergence pr\ 


p) Les exemples analogues sont tellement fx’equents dans la pratique qu’on ne 
saurait d’une maniere generale trop recommander ce mode de representation aux 
physiciens. Il existe d’ailleurs maintenant, dans le commerce, du papier quadrille 
logarithmiquement, ainsi que nous l’avons dit dens le renvoi du n° 26. Nous tenons, 
a ce propos, a rapporter que le professeur C.-V. Boys, dont, en mai 1896. nous 
visitions le laboratoire du College de Science a Londres, nous disait avoir sjstema- 
tiquement recours a ce mode de representation qui, dans un grand nombre de cas, 
lui avait ete du plus utile secours. 
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a lintei'section des deux droites extremes dc la parlic mile du sys- 
tem?,, cedes qui, sur la figure 69, sonl cotees o,c>4 el 0,20. Or, en 
procedant ainsi, 011 errerait gravemenl. 

One si, au con Ira 1 re. on passe de cel abaque a droites concou- 
rantes an nomogramme a points wiignes correspondant suivant le 
mode indique au n° 60 , ce qui donne la figure (ip bis, le support des 
points (;.{) apparail nettement incurve faisanl rcssortir que, sur la 
figure 69, les droites (z 3 ) proiongees, non eonvergentes, seraient tan- 
gentes a une enveloppe correlative de ee support, iei confondu (en 
tout eas, generalement assimilable ) a un are de eonique. 

Si, an lieu de eonduire a un support incurve, la transformation 
appliquee donnait un support rectiligne, I'analyse de la graduation 
pourrait se faire soit par essai de projection d'echelles usuelles (au 
sujet de la nature clesquelles on peut, au reste, avoir deja une intui- 
tion), soit par trace de la ligne representative de reelielle (s 3 ) (n° 3 ), 
c est-a-dire du lieu des extremites d’ordonnees menees normalement 
au support rectiligne et dont les longueurs so i cut proporlionncllcs 
aux cotes des points cle l’echelle ( par oil dies soul menees. 

Si le support de (s 3 ) est curviligne. I’emploi de faisceaux projectifs 
ayant leur sommet en un point de cel le ei* lie lie permettra generale- 
ment, par une marche inverse de celle indiquee pour la construction 
au n 1 * 65 , de determiner la nature analytique des fonctions intervo- 
nantes. 

Le inieux pour eelaircir le mode d'euqiloi dc cette methodc est 
d’en donner quelques exemples. 


88. Premier exemple : Vitesse d un train remorque par une locomotive 
de type connu. — Dans ce premier exemple, l’empirisnic de la loi representee 
n’intervient que dans la determination d’une function de I’une des variables, 
I i ee aux autres variables par une formule mathematiquernent determince. 

II s’agit ici d’une formule, traduite en nomogramme a points alignes, par 
M. M. Begliin, ingenieur de la Gompagnie des Ghemins de fer departemen- 
taux ( 1 ). 

Soienl : 

M et R„, le poids et la resistance par tonne de la machine: 

T et R; les memes quantites pour le train remorque; 
r la rampe de la voie en millimetres; 

E I’effort de la machine. 


(') A. P. C.. livraison d’oclolire iSqa, p. 548. 
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On a’, entre ces quantiles, la relation 

E = M(R /)i+ /') + T(R <+ 4 

Four une machine donnee, M est une constante; quant a E, R /w et R*, ce 
sont des fonctions empiriques de la vitesse V. Inequation ci-dessus lie done 
en realite les trois variables r, T et V. 

Ren^irquons qu’elle peut s’eerire 

F — M ( R m — R*) = (T + M)(R,+ r). 

Si Ton pose 

E — M ( R — R / ) = F ( V ), 

Rf=*(V), 

T M = P, 

P etant le poids total du train, qui peut etre pris comme variable indepen- 
da nte an lieu de T, elle devient 


ou 


F ( V ) = P [ <t» ( V ) r ] 


F( V) 
r - — - 


4>( V) = o. 


Sous eette forme, et si Ton regarde les variables r, P et V' com me z\, z 2 et 
on voit irnmediatement qu’elle rentre dans le type jju n° 78. II suflit done, pour 
la represenler, de poser 

(r) u = u, /■, 


ce qui donne 

( V) U 2 W 'J.[ F( V) V -b ;jl 2 <I>( V) = o. 

Les echelles (/•) et (P), respectivement portees par les axes Aw et Be soilt 
faciles a construire. L’echelle eurviligne (V) peut egalement etre construite 
lorsqu’on connait empiriquenient F(V) et <L(V), e’est-a-dire un tableau, sous 
forme numerique ou sous forme graphique (n°* 9 ou 12), des valeurs de ces 
fonctions correspondant a diverses valeurs de V. Au surplus, si les vitesses 
extremes entre lesquelles on applique la formule ne sont pas tres eloignees, la 
fonction <f»(V) varie peu dans I’intervalle, et, en representant par X sa valeur 
sensiblement. constante, on voit que les points (V) sont distribues sur la droite, 
dont les coordonnees paralleles sont 

i 

u — — u. j X , e — o. 

Mais M, Beghin a fait la remarque que, a defaut meme de la determination 
empirique des fonctions F et 4*, l’echelle (V) pouvait etre construite lorsqu’on 
disposait d’un tableau d’essais. En effet, prenant des couples de valeurs de / 
et de P correspondant a une meme vitesse V, on n'a qu’a unir par des droitea 
les points cotes, au moven de ces valeurs sur les echelles (r) et (P). Ces 
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droites devront passer par le point cote au moyen de la valeur de V consi- 
deree. Cette facon de proceder est conforme a la remarque faite a la fin du 
n° 61. El I e a, en outre, ici, l’avantage de permettre de rectifier des erreurs 




d’experience, altendu que toutes les droites repondant au cas oil V a la valeur 
donnee doivent passer par un meme point. ■ 

La figure ioi reproduit le nomogramme de M. Beghin, construit avec les 
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modules |j.| = i i m , ;j. 2 — pour la machine de 25 * des chemins de fer corses. 

La position de I’index, tracee en pointille, correspond a I’exemple nume- 
rique r = io mm , T = jo r on P = 9o r , pour lequel on a V = 32 km . 

89. Deuxieme exemple : Vitesse initiale d'un projectile. — Get exemple 
est emprunte a un interessant travail du lieutenant d’artillerie Lafay (*) 
(aujourd’hui lieutenant-colonel et professeur a l’Ecole Polytechnique). 

La charge G d’un canon depend de la vitesse initiale V qu’on veut imprimer 
au projectile, et celle-ci est fonction de la portee P et de ce que les artilleurs 
appellent X angle tabulaire <F. 

11 s’agit done, pour determiner la charge C ou, ce qui revient au meme, la 
vitesse V, de construire un abaque donnant V lorsque P et <l> sont connus. 

Ayant remarque que, pour de petites valeurs de d>, la relation qui unit ces 
quantites peut prendre la forme 

sin 2 <l> — /(V)F(P), 

•<ii 

ou / et F sont des fonctions connues empiriquement, on est conduit, pour 
chercher a etendre cette formule a de plus grandes valeurs de d>, apres avoir 
gradue les axes cartesiens Ox et Oy suivant les lois 

x — ’J-i F ( P ), 

Y — P-2 sin 2d>, 

a marquer sur le quadrillage ainsi obtenu les points correspondant a des 
couples de valeurs de P et de «f> donnant, d’apres l’experience, une meme 
valeur de V et a unir, pour chaque valeur de V, ces divers points par une 
ligne (fig. 102 ). 

Fig. io2. 



Gette ligne passe par 1’origine et reste d’abord presque confondue avec sa 
tangente en ce point, ce qui explique que, pour les petites valeurs de 4>, la 


( 1 ) Revue cl’Avtillerie , octobre x8g5. 

Le colonel Langensheld, de Farlillerie russe, a etendu aux mortiers de cole le 
travail que le lieutenant Lafay avait realise pour notre canon de 1 55 long. 
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formula ei-dessus est sensiblemenl exaete. Mais elle ne tarde pas a s’en eea*rter, 
Pourtaut, si I on ne considere que sa portion MN correspondant aux valeurs. 
pratiques de la portee (2000 ^ P 1 0000 pour le mortier, par exemple), on 
recommit que Parc ainsi Jimite diflere peu d une droite qui, prolongee de part 
et d’autre, est dessinee en trait mixte sur la figure. 

On peut, avce une approximation suffisante, substituer, entre les limit.es- 
considerees, cette droite, a Ja eourbe donnee par I experience, et cela pour 
toutes les valeurs pratiques de V. L’abaque ainsi defmi en eoordonnees carte- 
siennes peut, des lors, etre transforme en un nomogramme a points alignes 
ainsi qu’il a ete explique au n° 87. 

G’est de cette facon qu’a ete obtenu le nomogramme dresse par M. Lafay r 
dont la figure io3 est une reduction. 

A Peehelle de I’angle tabulaire a ete aeeolee celle de la liausse eorrespon- 
dante, a Peehelle de la vitesse initiale eelle de la charge pratique. 

Nous nous sommes borne, pour les besoins de notre expose, a extraire du 
travail tres interessant de M. La fay lexemple precedent, inaisce savant officier 
a traite de memo les divers ealeuls que souleve le tir des pieces de siege et a 
reuni tous les nomogrammes eorrespondants sur une lnerne plancbe de 34 cl " 
sur 38 cm , des lettres de reference indiquant la facon dont les diverses echelles 
doivent etre associees. 

Cette possibilite de reunir les divers nomogrammes dans les limiles d'un 
cadre etroit, par juxtaposition de* leurs eebelles respeetives, est un avantage 
serieux a l’actif de la met bode des points alignes. 

90. Troisieme exemple : Consommcitions theoriqaes d une machine d 
vapeur. — Voici enfin un eas bien remarquable, traite par M. Rateau, inge- 
nieur au Corps des Mines (*), oil, eomme on va voir, Femploi de la methode 
des points alignes a permis, suivant ce qui a ete indique au n° 87, de mettre 
en evidence une loi physique qui n’avait pas ete trouvee jusque-Ia. 

La consummation theorique lv d une machine a vapeur depend des pres- 
sions P (amont) et p (aval) entre lesquelles elle fonctionne. K s’exprime 
d’ailleurs en kilogrammes par cheval-heure, P et p en kilogrammes par cen- 
timetre carre. 

Guide par Pintuition, M. Rateau a eu l excellente idee de construire les 
lign es d egale consommation (K) sur un quadrillage logaritbmique defini par 

x = 'x logp , y = u. log 1 * , 

et il a ainsi constate, au degre d approximation permis par I’experience, que 
ces lignes (K) se confondaient avec des droites {Jig. 104 ). C’etait un premier 
point deja interessant; il en resultait que 1’equation unissant les variables k, 
p et P est de la forme 

/( K ) log/> -p- 9 ( K ) log P -+- di ( K ) = o. 


( 1 ) Annales des Mines, fevrier 1S97. 
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Mais lorsqu’on jette les yeux sur la figure 104, >1 ne parait guere facile de 
reconnaitre si les droites obtenues sont ou non concourantes, vu que leur 


Fig. 104. 



0,03 O.t 0,2 • 0 . 3 < 0 > 0,5 0,6 0,1 0,8 0,9 i 


Press ion aval en kilogrammes par Cm? 


point de concours, s’il existe, se trouve fort eloigne des limites du dessin. 
Afin d’en decider, M. Bateau a eu recours a la transformation de cet abaque 
a droites concourantes en un nomogramme a points alignes, suivant le mode 
indique au n° 87 ( 1 ), ce qui lui a donne la figure io 5 . 

On voit ainsi que les points cotes (K) viennent, dans les limites au moins_ 
de l’experience, se disposer en ligne droite, d’oii Fon doit conclure que les 
fonctions f, o et 'F, precedemment laissees arbitraires, sont lineaires par 


( 1 ) 11 1 'aut observer qu’on est ici dans un cas ou s’applique la remarque contenue 
dans le i° du premier renvoi du n° 60 . C'est pourquoi les sens croissants des . 
echelles (P) et ( p ) sur la figure io 5 se trouvent inverses l’un de 1 ’aulre. 


Prcssion absolue a l ament, en kilogrammes^^ oar 


CO I 
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rapport a une raeme fonction y de K. On a done 

f = a -+- by 
cp — - ci — f- by, 

^ = ci" -f- b" y , 

> Passion d'arnont absoiue P en kilogrammes parCm ? . ^ 

I r ~ v ~* I | 1 ' 1 f 1 7 r 1 * I 1 «"! 'T |' I I ! I j — I' j T | r j ! I i j — j — r - T ’ T ■ J 7 r-rri — 1 — rn | 

V ** w * o* c?» e» ~ ^ <u 

. w v* O O 



- 

- P P P 

p 

o 

o 

© 

o 

o 

w 

« a* - 




u 



Lila. 

o 

-L-I—L,J 1 1 1 | | j 

lJ_ 

i—l, i.L. 

1-i t 1 1 

'll' ' 

1 1 Li-i-i—i-1 

° 

-1 — ! J 1 1 u 


Pression aval absoiue/? sn kilogrammes par<Cm 1 0 

et 1’equation encore inconnue que represente le nomogranme doit etre de la 
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(a -+- by) log/? -+- (a 1 b’y ) log P a"-\~ b" y = o. 

Pour avoir la representation de cette equation en points alignes, en placant 
les points (K) entre les axes paralleles \u et Be, on pose 

a = \x log/?, e = — p. log P, 

jjl etant un module queleonque, ce qui donne 

(a + by )u — (a' + b' y )v 0. ( a " -+- b" %) — o. 

L’ordonnee du point que definit cette equation est 

(or — a') -h (b — b')y 

et, par suite, la formule qui definit rechelle (K) sur son support, 

— p'(a"-f- b" y ) 

w — — LlL , 

( a — a' ) -4- { b — b' )y 

jji' etant le module dont la projection sur la direction des axes A a et Be est 
egale a <?.. 

Pour analyser cette graduation, remarquons que, dans le cas theorique oil 
les pressions d’amont et d’aval seraient egales, la consummation K serait 
infinie, quelle que fut cette commune valeur P de la pression. Or, toutes les 
droites unissant deux a deux les points (/?) et (P) de meme cote passent, 
d’apres les formules qui definissent ces memes echelles, par le point 

u -h v = o. 


c’est-a-dire par le milieu de la distance des origines non marquees A et B. 
Prenant done le point de renconlre d’une queleonque de ces droites avec le 
support du svsteme (K), on a le point Iv cote 00 . 

Si maintenant en chaque point de rechelle (K) on eleve line perpendicn- 
laire proportionnelle a sa cote, on obtient la courbe representative de la 
function defi.nie par cette echelle. ( n° 3). Or cette courbe, qui a necessaiie- 
ment pour asymptote la perpendiculaire elevee en K au support EF de 
rechelle, semble au premier coup d’oeil se confondre a\ec une hyperbole 
equilatere. Admetlant cette hypothese, on pent, au moven de theoremes 
connus sur Fhyperbole equilatere, en fa ire la verification grapbique ( x )\ elle 
se trouve ainsi justifiee. 


C 1 ) Soient, par exemple, M et N deux points quelconques de 1‘liyperbole. Menons 
par chacun de ces points des paralleles au\ directions asymplot iques ; nous forinons 
ainsi un rectangle dont la seconde diagonale coupe l’asymptote connue au centre 0 
de la courbe. Cela pose, si line droite queleonque menee par O coupe en I et en J 
les paralleles anx asymptotes menees -par l un des points M ou X, le quatrieme 
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11 en resulte que la formule definissant Pechelle (K) estate la forme 


= 


;K 


ce qui aura lieu, en vertu de la formule ecrite plus haut, si 

b"= o 
et 

/ = K. 

L’equation prend done la forme 

(a -h b K) log/) -h (a'H h 6'K) logP a — o, 


et comme, ainsi que nous venous de le voir, p — P doit toujours d miner 
K = .a© , il faut, en outre, que 

b -h b' = o. 

Comme d’ailleurs b et b' ne sauraient etre nuls, car K disparaitrait de 
l’equation, nous pourrons poser b — i, et nous vovons llnalement que l’equa- 
tion cherchee est de la forme 

(a H- K) log/? -b (a' — K) log P + a"= o. 


Portant dans cette equation des systemes de valeurs de k, p et P donnes par 
le nomogramme, et traitant les equations lineaires en a\ a" ainsi obtenues 
par la metliode des moindres caries, on trouve 

a= — o, 85 , a' — — 0,07, a"— f > , 9 5 . 


L’equation cherchee est done, si Ton change tous les signes, 

(o , 85 — K) Jog/? - 4 - (K -4-0,07) log P — 6,90 = o, 

6, q 5 — 0,92 log p 


d’oii 


K 


o,85 


log P — log/? 


Telle est I’expression mathematique de la loi suivant laquelle Iv depend 
de P et /?. 

Elle cadre rcmarquablement avec les donnees de I’experience, comme 
M. Rateau le fait voir dans son Memoire ( 1 ). 


soinmet du rectangle, dont les trois premiers sont M 011 N, I et J, appartient a la 
courhe. On trouve ainsi que si, pour construire l hyperbole, on a porle perpendi- 
eulairement a EF les ordonnees ^=aK, la seconde asymptote est definie par 
v =0, i A. 

(*) On doit encore a VI. Rateau I'idee d’un ingenieux dispositif qui permettrait 
de realiser mecaniquement le nomogramme a points alignes ci-dessus ( A. F. A. S.; 
Congrei de Pau ; 189a). Supposons une masse gaze use, de pression /?, emprisonnee 
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Le point sur lequel nous insisterons ici , c’est l’importance qu’a presentee, 
pour la recherche qui vient d’etre resumee, l’emploi de la methode des points 
alignes. C’est elle, en ertet, qui, permettant de reconnaitre que les elements 
cotes (K) formaient une serie lineaire, et en ramenant l’analyse de la 
graduation correspondante a celle d’une simple echelle rectiligne, a rendu 
possible la determination complete de 1’equalion qui traduit analytiquement 
la loi suivant laquelle K depend de P et p. 


sous une cloche flottante. Les variations de p entraineront des variations de niveau 
de la cloche, et Ton concoit que 1’on pourra determiner le profil de cclle-ci de facon 
que ces variations de niveau soient proportionnelles a log/?. Les extremites de 
deux tiges verticales fixees respectivemcnt sur deux telles cloches donneront ainsi, 
par leurs deplacements, les variations de log/? et tie log P, et pourront, par suite, 
servir a marquer, sur les echelles paralleles de la figure io.5, les points cotes (/?) 
et (P). Si done un fil est constamment tendu (grace, par exemple, a deux petites 
poulies et deux contrepoids egaux) enlre les extremites de ces tiges, il coi'ncidera 
a chaque instant avec la position de 1’index qui, par sa rencontre avec 1’echelle 
intermediaire, fait connaitre la valeur de K. 



CHAPITRE V. 

REPRESENTATION PAR POINTS ALIGNES DANS LE CAS 
DE PLUS DE TROIS VARIABLES. 


I. — Alignements multiples et points condenses. 


91. Principe da doable alignement. — Supposons que lequa- 
tion F 123 . s = o soit dissociable (au sens defini au n° 49) en deux 
equations de la forme 


(E) 


(E') 


/ g h 
f\ g\ h\ 
ft gt l‘t 

f g h 
A g 3 
A g’> b 4 




Ghacune d elles sera representable par un nomogramme a points 
alignes, et 1 on voit, puisque les fonctions f\ g, h de £ sont les memes 
dans les deux equations, que leur echelle curviligne (£) sera lameme. 


d’ocagne 


17 
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Par suite, les deux nomogrammes pourront etre construits avee cette 
echelle en commun {fig- 106). 

Si l’on se donne les valeurs de trois des variables z- 2 , *3, les 
equations (E) et (E ) permettenl de calculer celle de la quatrieme, en 
plus de celle de g. 

Sur le nomogramme, la droite passant par les points cotes z t 
et z 2 et la droite passant par les points cotes z 3 et s. 4 se coupent au 
point cote 

Le nomogramme qui vient d'etre construit fournira done, dans ce 
cas, une representation de l’equation a quatre variables consideree. 

Son mode d’emploi, pour obtenir z, tl par exemple, connaissant 
z-2 et z 3 , se reduira a ceci : 

Faire passer V index par les points cotes z { et ^ 2 , puis le faire 
pivoter autour da point oil il rencontre V echelle (£) jusqu'ci ce 
quil passe par le point cote 11 coupe alors la derniere echelle 
au point cote z A . 

Coniine, en general, on n’aura pas besoin de connaitre la valeur 
correspondante de la variable auxiliaire on pourra se dispenser de 
marquer la graduation relative a cette variable; il suffira de tracer 
son support qui sera dit la ligne des pivots ou la charniere. Si 
pourtant on veut, dans chaque cas, reperer la position du pivot, on 
n’aura qu a marquer sur cette ligne une graduation absolument 
quelconque. 

Le nomogramme ainsi constitue par l’accolemcnt de deux nomo- 
grammes a points alignes ayant une echelle commune sera dit, pour 
rappeler son mode d’emploi, un nomogramme a. double aligne- 
ment ('). 

11 est d’ailleurs bien clair que ce mode d’extension de la metliode 
de l’alignement est exactement correlatif de celui qui a, au n° 49, ete 
indique pour la methode des bgnes concourantes, sous la condition 
supplementaire toutefois que chacune des equations de dissociation 
soit du type representable en points alignes. 

En pratique, on n’aura le plus souvent a appliquer la methode que 
dans le cas ou la charniere sera rectiligne, auquel cas, on pourra 
tou jours faire en sorte que l echelle auxiliaire (C) soit metrique, e’est- 


(') Les nomogrammes ainsi obtenus sont designes dans la Note 0.30 sous le nom 
d 'abaques a pivo lenient. 
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a-dire que les equa lions ( E ) el ( E' ) s’ecrivont 


I 

0 

-C 

ft 

At 

/o 

ft 

A> 

hi 

1 

0 

r 

s 

J 3 

a -3 

h. 

A 




— o. 


— o. 


LYdi initiation do £, immediatemenl cITectuee, donne alors 


A g\ 


A 3 

h. 


f 'i A 3 


At 

hi 

A At 


§ v 



A A', 


A2 

h 2 


(>) 


M. So reaii a mis cette equation sous une forme tres elegante ( 1 ), 
grace a la simple re marque que voici : la charniere rectiligne etant 
consideree eomme la ligne de terre d une epure de Geometrie 
descriptive, on pent regarder les echelles (s 4 ) et (s 2 ) coniine tracees 
dans un des plans de projection, les echelles (z 3 ) et (^..,) dans l’autre. 
Les alignenients (A,, r 2 ) et (c 3 , z A ) sc coupant sur la ligne de terre, 
cela revient a dire que, dans Vespace , les qua t re points (A , ) , (; 2 ), 
(53), (;*') soul dans un meme plan 011 coplanaires ( 2 ). Si nous 
rapportons les points de Fespace a trois axes paralleles Aw, Be, 
dont le premier coincide avec la ligne de terre, on voit que les equa- 
tions des quatre points sont de la forme 

nf j vg v -h h 1 = o, 

uf > -+- vzr-> -h// 2 =o, 

Iff 3 -r- ieg 3 -h /i :t — o, 

U A + /< v= o, 


et, par suite 

, que leur coplanation s’ 

exprime par 



A 

At 

O 

hi 


(1 bis) 


A 

At 

O 

ht 

hi 

= 0, 



A 

0 

8 3 




A 

0 

8 4 

hi 


equivalente, 

par suite, a 

(0- 






( 1 ) Dans son premier Yfemoire du Ball, de la Soc. des Ingenieurs del Is, 1902 
p. 320. 

( 2 ) On trouvera plus loin ( n° 10 !)), un exemple de realisation elective de oorao- 
grarnme a points coplanaires. 
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Le principal interet de cette transformation tient a ce qu’elle 
permet d’etendre a un tel nomogramme, comrae M. Soreau en a fait 
lui-meme la remarque, Fartifice au mojen duquel nous avons obtenu 
le transforme homographique le plus general d un nomogramme a 
simple alignement (n° 43), en multipliant (1 bis ) par un determinant 
non plus a neuf, mais a seize elements. 

Nous allons maintenant examiner divers cas particuliers. 

92. Echelles rectilignes et pctralleles. — Dans ce cas, l’equation 
donnee est de la forme 

(E) A + /» =/* + /*• 

On la decompose immediatement en 

(E') 

et 

<E') f-i — ?• 

On peut construire les nomogrammes de ces deux dernieres equa- 
tions [dont Faccolement par l’echelle(^) engendrera le nomogramme 
demande] par l’un ou par l’autre des procedes suivants qui, bien 
entendu, ne sont pas theoriquement distincts, mais qui. au point de 
vue de la pratique, ofFrent une difference capitale sur laquelle on 
insistera plus loin. 

Pf emier procede . — Pour representer l’equation (E ), on peut 
poser 

(«i) = 

(?) U = — flC. 

II vient alors pour z 2l en vertu de ce qui a etc vu au n° 67, 

(Zi) U t — — [X 2 / 2 , 

avec 

( 1 ) — = - + — > 

[O.J ,u [X, 

Faxe A 2 u 2 {fig. 107 ) etant d ailleurs tel que 

A 2 A 1 
A, A 


lii 
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011, si l’on tient compte de (i), 

AjA u I 

- T -l • 

A 2 A [0-2 

Representant par et x 2 les distances cles axes A, u { et A 2 u 2 a 
l’axe Au des pivots, on peut ecrire 

(• 2 ) ^ = 

De me me Inequation (E") sera representee par 

(- 33 ) U‘i— 

(O U =— 


Fig. 107. 



u ajant la meme valeur que ci-dessus, et 

(34.) U\ [-1 't f \ j 


avec 

(3) 


et 


1 


Ui 


I I 



(4) 


£3 __ £3 . 


On obtient ainsi la disposition de la figure io~ (*). 


(’) On a, sur celte figure, place pour plus de clarle les systemes ( 3 ,), ( 3 2 ) 
dune part, (3 3 ), (3,) de lautre, de cotes differents par rapport a la charniere. 
Mair rien n’empeche cvidemment, pour reduire la largeur du nomogramme, de 
placer les deux couples de systemes associes d’un meme cdte de celte charniere. 
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Les cinq modules a, jjl { , u. 2 , p. :i , ne sonl astreinls a verifier que 
les egalites (i) et (3). On pourra done cherchcr a les determiner en 
vue de la meilleure disposition du nomogramme. 

Comme on connait les limites (') entre lesquelles, pratiquement, 
reste comprise chaque variable, on pent calculer les differences o, , * 
0 2 , S 3 , S 4 entre les valeurs extremes des functions /,, / 2 , 

Si, d es lors, on veut faire en sorte que les echelles (z t ) et (z 2 ) 
d’une part, (; 3 ) et ( z,,) de 1’ autre aient meme longueur, on posera 

;j. ( 81 = \x.> o 2 , 

P-3 ^3 = O v . 

Ges deux equations, jointes a (0 et (3), permettenl d’exprimer 
quatre des modules en function du cinquieme, u par exemplc. On 
trouve ainsi 

A 

0 j — 0 •> 

ix x = [1 — s 

<\ "S 

G 3 — 

f*3 = l X ^ » 

°3 

Les quatre echelles seront de meme longueur si p., S, = p. 3 S 3 ,. 
e’est-a-dire 


0, — 0, 

;j-2 = ^ 1 »■ 


! J - > = I J - 


°3 


0’ t 


11 ne reste plus qu a choisir le module p. pour que les diverses gra- 
duations donnent le degre d’approximation exige. 


Second procede. — On pose 


c*l) 

«1 = Pl /t , 

( z s ) 

M 2 = d- 2 / 2 , 

(**) 

«3 = M-s/e- 

(.Z\) 

M'. = M-v./b 

enlin 

(0 

u = [Jtv, 


( [ ) Tlieuriquement, les valeurs limiles de tiois des variables prises comme inde~ 
pendantes enlratnent cedes de la qualrieine; mais, en pratique, cellc-ci reste gene- 
ralernent comprise entre des valeurs plus rcsserrccs que ces limiles theoriques, et 
qui resultenl de (’experience. 
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avee 

( 5 ) 


i i i 

p [o-i ;o 2 [03 P 4 


Dans ce cas, la charniere est situee a, la fois entre les 


echelles (^ ) 


el (s 2 ) et entre les echelles (z s ) et (z /t ) {fig. 108), les distances x , , 


Fig. 108. 



P, P P, 


x 2 , x- il x. t de cel axe aux supports paralleles de ces echelles etant 
telles que 


( 6 ) 


£1 _ 

tl. 

£3 _ 

_ Pf 

« 2 ~ 

\ x i 

x k 

[0.4 


Si l'on veut iei que les echelles (z t ) et (z 2 ) d’une part, ( z 3 ) et (z, t ) 
de I’autre,- soient de meme longueur, il faut avoir, en appelant tou- 
jours 0,, S 2 , o 3 , S 4 les differences entre les valeurs extremes des 
functions/,, / 2 , /,,, f \ , 


ce qui donne 


[ 0 , 0, = [O 2 S s , 

4 ^ 4 > 

81 -+- 8., 

o 3 -}-6; 

Pi = P * 0 

[J. (V 

Ol 

03 

cs. 

0\ - 4 - 

§ 3 + S'. 

^2 = P <v * 

P*= P * 

°2 

84 


Les quatre echelles seront de meme longueur si p, S, = p 3 8 3 on 

8, -+- 8 2 = 83 8 ; . 


Dans ce cas corame dans le precedent, si p, = p 3 et p 2 = p,, on 
peut faire coi'ncider les supports des echelles (z,) et (/ 3 ) d’une 
part, (z 2 ) et (j,) de l’autre. II suffit, pour cel a,, de placer les deux 
graduations d un meme support de part et d’autre de ce support, en 
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adoptant le meme cote pour celles qui doivent etre associees dans an 
meme alignement. 

Comparaison des deux procedes. — Le premier procede presente 
Favantage (surtout lorsque les deux couples d’echelles associees sont 
d un meme cote de la charniere) que les deux points dont il faut 
prendre F alignement sont, pour chacune des deux positions de 
Findex, du meme cote du pivot. Lorsque cette condition est remplie, 
on peut se servir pour l’index d’un fil tendu que Fon fixe sur le pivot. 
Si elle ne Fest pas, comme dans le second procede, on ne peut plus 
fixer le fil sur le pivot, et, pour reperer la position du pivot, il con- 
vient de munir l’axe sur lequel il se trouve d’une graduation 
d’ailleurs absolument quelconque. En revanche, ce second procede 
a l’avantage de limiter la longueur de la portion utile de la charniere 
a celle de la plus grande longueur des echelles paralleles (fig- 108), 
tandis que, dans le premier cas, elle la depassait sensiblement, a 
moins que Fon ne diminuat heaucoup la longueur des echelles P 3 Q 3 
et P 4 Q s {fig- 107). 

Cette seconde consideration Femportera generalement sur la 
premiere. Toutefois, il y aura des cas oil, pratiquement, les points 
extremes des echelles P 2 Q 2 , P 4 Q 4 n’auront pas a etre associes res- 
pectivement a toute la partie utile des echelles P,Q,, P 3 Q 3 , en sorte 
que la longueur de la portion utile PQ de la charniere se trouvera 
reduite. 

M ante re d' e (fee luer la construction. — Quel que soit le procede 
employe, on elFectuera la construction de la meme maniere, une fois 
qu’on aura arrete les valeuis des modules o , , u 2 , y. 3 , u, 4 . 

On commencera par tracer la charniere, puis les supports, en 
observant, pour leurs ecartements par rapport a cet axe, les rela- 
tions (2) et (4) dans un cas, ((>) dans l’autre. 

Cela fait, on construira, tout a fait independamment les lines des 
autres, et seulement en vue de la meilleure disposition a obtenir trois 
des echelles, (s,), (z 2 ) et (c,) par exemple, reduites a leurs portions 
miles PtQ), P3Q2, P 3 Q 3 • 

Pour fixer la position de la quatrieme echelle sur son support, il 
suffit de fixer celle d’un de ses points. Or il sera touj.ours facile, 
par une particularisation convenahle, d’obtenir un systeme de 
valeurs a^, a® y .° 3 et a* des quatre variables satisfaisant a F equation. 
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Des lors, la droite, joignant les points cotes a° et aj, coupera la 
charniere en un point, etla droite, unissant ce point an point cote a!j, 
coupera le support de la quatrieme echelle au point oii devra se 
trouver la cote Ce point suffira pour determiner la position de 
cette derniere echelle. 

93. Exemples. — Nous allons donner des exemples de'l’un et de 
rautre procede. 

i° Poutres uniformement chargees. — Si une poutre a section rectan- 
gulaire de largeur b cm et de hauteur h cm supporte une charge uniformement 
repartie q ks par centimetre courant, sur une portee /> cm , on a, cntrc ces 
quantites, la relation 

qp •> . bh 2 

k etant la limite de travail admise pour le bois par unite de surface (par 
exemple j5 Us par centimetre carre). D’aiileurs, la valeur commune des deux 
membres dc cette egalite est le moment de flexion de la section la plus 
faiiguee. 

Posant 


nous pouvons ccrire cette equation 

. -+- 1 logp — log A -4- 2 log/i - 4 - log Zj. 

Prenant done 

f v =\o%q, f,= 2 log/), / s =log6, f,= 2 log/i-4- log*,, 

nous aurons, par application du premier procede, le nomogramme a double 
alignement correspondant, cn posant 

a t = pjog^, 

Ui = — p> log/?, 

“3= P-3 log A, 

U ’ t = — p. v ( 2 log A h- logZq ), 

i i _ i i 

p2 Pi PV P 3 

Pa figure 109 donne la reduction aux * environ du nomogramme construit 
d’apres ce procede par M. . I. iNlandl, lieutenant du Genie dans l’armce autri- 


(?) 

( P ) 

(b) 

( h ) 

avec 
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chienne (*), avec les module^ 


.. r cm x 

l J -i — 7 




/cm 


I ,72, 




7 , 


fx v = 6 cm , 35 - 


Les echelles graduees sont alors definies par 


(?) 

ft 1 = 

— uni r 
/ ’ } 

X log?, 

(p) 

U2 — 

- ‘/"\44 

X log/I, 

(b) 

ft 3 — 

i2 ,,n , 7 

X log b, 

(h) 

ft\ = 

i‘2 <in , 7 

X log& 


Oil peut d’ailleurs, pour la chiH'raison des echclles (p) et (q), adopter 
commc unites le metre et la tonne par metre, cominc cela a lieu sur la 
figure 109, ee qui revient a ecrire Fequation representee sous la forme 


1 2 jooqp* 


k 


bh 2 

6 


Si Foil se reporte a la maniere d’eftectuer la construction indiquee a la fin 
du n° 93 , on vt'rra qu’il est inutile de calculer le termc constant du second 
membre de cette derniere forinule. 

M. Mandl a complete co nomogramme ( 2 ) par un dispositif ingenieux qui 
permet de. determiner b et h en vue de rendre la section de la poutre semblablc 


a un rectangle donne. Posons 


- -X 
h ~ A * 


Nouv avons alor 


log 6 — log/l = log A. 


Or, si nous faisons un cliangement d’origine sui' Faxe A 4 , et si nous 

reinettons o 3 a la place de i2 cm ,7, nous pouvons ecrire les formulas definissant 
les echclles ( b) et (/< ) 

«3= ^3 log b, 

U\ ~ — [A 3 log b . 


( f ) Mittheilungen iiber Gegenstcinde der Artill .-u.-Genie-Wesens , i 8 < j 3 . La dis- 
position de la figure 109 suppose le sens positif pris du liaut vers le bas. 

(*) Sur la charniere, Fauteur, d’apres la remarque faite plus liaut, aurait pu 
inscrire les \aleurs du moment de llexion. II a prefere, avec juste raison, inscrire 
les tiumcros d'cchantillons des fers du commerce, de type couranl en son pays, qui 
donnent ce moment dc llexion. La graduation de gauche se rapporte a des fers a 
double T, cclle dc droite a des fers a U. L’index tendu entre le point cote q el le 
point cole p venant renconlrer la charniere en un point, il suflit, sur chaque gra- 
duation, de prendre le numero inscrit au-dcssus de ce point pour savoir quel est le 
type de fer correspondant a adopter. Pour Pexemple numerique indique en poin- 
tille ( p = 4 m ,(io, q — o', 44). on a le clioix entre le fer a double T n° 16 el le fer 
a L n° 30 . Les lubricants de poutre en fer devraient vjoindre un nomogramrne de ce 
genre a leur album d’echantillons pour tous les types de section. 
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Nous voyons done que, pour les couples de valeurs satisfaisant a la relation 
ci-dessus, nous a u rons 

u<l -b = a 3 logX. 

Cette equation definit un point (X ) situe sur la parallele equidistante des 
axes A 3 u 3 et A 4 u^. Done, pour que la section ait la similitude definie par 
unc certaine valeur de X, il sufjira que V index passe par le point (X) 
correspondant. 

Avant trace la parallele equidistante des supports des echelles (b) et ( h ), il 
n’y a qu a joindre par une droite les points cotes b 0 et h {) , tel s que 

K ~ X /# 0 , 

pour avoir sur cette parallele le point (X) correspondant. C’est ainsi, par 

exemple, que les droites joignant le point ( h ) cote 20 aux points (b) cotes i5 

3 

et 20 donnent les points A et B correspondant respcctivemont a X = - et X= 1. 

Les lignes pointillees de la figure 109 montrent les positions de 1 ’index pour 
l’cxemple numerique p = 4 r ",6o, q — o', 44- 

Pour X = on a b — 1 7 * h — 2» cm , 

4 

Pour X = 1 » b — h — 2 1 tm . 

2 0 Ecoulement des gaz par des tuyaux. — M. F. Gaud a reconnu que 
I'ecoulemcnt des gaz dans les tuyaux obeissait a Peq nation (>) 

h D 5 = 1 655 AQ 2 , 
oil 

h represente la perte de charge kilometrique exprimee en millimetres d’.eau; 
D le diametre du 4 uyau en centimetres; 

A le poids du metre cube de gaz en kilogrammes; 

Q le debit horaire en metres cubes. 

Pratiquement, d’ailleurs, 

k reste compris entre 0,1 et 3oo, 

o ,5 et 2/5, 

0,08 et 3 , 
o,oo 5 et 100. 

Fcrivons d abord l’equation ci-dessus sous la forme 

log/i -f- 5 logD = log A ■+• 2 log (3 -1- log 1 655 . 

D apres la remarque faite plus baut, il n’y a pas lieu, pour la construction 
des echelles, de tenir compte de la constant©. 


D 

A 

Q 


( l ) Bull off. de la Soc. techn, de V Acetylene, 2* annee, p. x 3 G; 1 898. 
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Nous poserons done, suivant le second procede, 


h) 


= 

Pi log/*, 


(D) 


m 2 = 

p 2 5 log D, 


(*) 


u-i — 

P 3 


(Q) 


«4 — 

Pi 2 log Q. 


Nous 

avons d’ailleurs 






log 3 oo 

*ogo, i 

- 3 , 47 , 


S-> = 

5 ( log a5 

— logo, 5 ) 

= 8 , 49 , 


o 3 — 

log 3 

— logo, 08 

= 1 , > j , 


<N 

Oi = 

2( log IOO 

— logo,oo 5 ) 

= 8,60. 


Par suite, 

8, -+- o 2 = 11 ,96, 

S3 -+- S4 = 10, 17. 


Ces deux quantites etant pen differentes Tune de l’autre, les longueurs des 
echelles, supposees egales pour chaque couple, n'auront elles-memes, entre 
elles, qu’une petite difference. 

L’egalite rigoureuse pour chaque couple exigerait que 1’on eut, d'une part, 


de l a u ire j 


Pi 


1 i, 9 G 


3,4 


~P> 


10, 17 

'^=7757^ 


1 [ ,9d 
8,49 


P. 


Pi 


10,17 

8,6 


u. 


Ces divers rapports sont voisins des suivants : 


7 7 

Pi 9 P> p2 — - P, 

_ r 6 

P : > 6 p , P4 — ^ p , 


qui satisfont, en outre, rigoureusement aux egalites necessaires 


1 — -L _f_ _L — 1 _l_ 1 

P Pi P2 p3 ‘ Pi 

Si on les adopte, on obtient les longueurs d’echelles voulues pour Je degre 
d’approximation qu’exige la pratique en prenant 

p — 20 mm , 

d’oii 

pl = 7 ° mH \ p2 = 28""“, p :i =1 I 20 mm , Pi = 9.4 ram 
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Les echelles sont des lors definies par 

{ h) ui— 70 mni log/i, 

( D ) u 2 — 1 4o mm log D, 

(A) W3 — i20 ,nm log A, 

<Q) M*= 48" n " logQ, 



et leurs longueurs sont donnees, au millimetre pres, par 

Li = 7o mm (log3oo — logo, i ) — 238 mm , 

L 2 = 1 4o mm ( Jog 2.) — logo, 5 ) = 23S n;m , 

L 3 = i2o mm (log 3 — logo,o8) = I92 mm , 
L;= 48 trun (logioo — logo, 00 j) = 2o6 mm . 


On voit qu’elles different pen les unes des autres. 
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Les distances a?i, x 2 , x 3 , x± de ces echelles a l’axe des supports devront 
etre tel les que 

£1 _ £ £3 _ 5 

x 2 2 ^'4 

Pour que l’index rencontre les axes sous des angles qui restent sensible- 
men! compris entre 45° et 90°, il faut que les ecartements des echelles ( h ) 
et ( I) ) d’une part, (A) et i’Q) de l’autre, different peu de la longueur des 
echelles. On atteint ce resultat en prenant 

x \ = j 3 cm , = V'" 1 , 2, x s = 1 5 cm , ^4 = r m . 

C’est avec ces donnees qu a ete construit le nomogramme dont la figure 110 
est une reduction. 

Les deux positions de l’index marquees en pointille sur la figure montre 
que pour h = 2,3, D = 4*6, A — 1 ,5, on a Q = 1 , 2 :). 

94 . Composition des echelles par alleles. — On peut rattacher 
aux types de nomogrammes cjui viennent d’etre etudies ceux que l’on 
obtient par ce que Ton peut appeler la composition des echelles paral- 
leles. Voici ce qu’il faut entendre par la : 

Soient trois echelles a supports paralleles A , u , , A 2 m 2 ? A 3 n : > 
{jig. iii), definies respectivement par les forniules 

(**1) 

(22) a i — P2./2* 

(S3) n 3 =u s f: t . 



A, A 12 Aj A, A 31 A 2 j A 3 


Tracons trois nouvelles echelles A 12 ^12? ^ 23 ^ 2 3 9 A 3j m 3 , paralleles 
aux premieres, telles que 

A 1 A j 2 p i A 2 A 23 po A3 A 3 1 

A2A12 p 2 A3A93 p 3 A1A31 


M-3 

J 

Pi 
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et definies respectivement par ies formules ( ' ) 


(-s t2 ) 

(-323) 

(-*3l) 


M 12 = I- 1 - 1 2^1 2 > 

11 23= (^23^/23j 
W 31 — I ? 


Ies modules p,. 2 , ;ji. 23 , p 31 etant lies aux precedents par les formules 


tant 

lies 

aux p 

i 

r 

1 

■ ' 

= ■ — 

H » 

H -12 


N 

[ 

1 

I 

: 

= — 

H > 

f* 23 


1*3 

T 

1 

I 

1 - * 

l* 31 “ 

P-3 

Hi 


D’apres ce qui a ete vu au n° 67, les cotes j ) 2 , 3 23 , ; 3 , des points 
obtenus sur ces echelles en prenant des alignements entre les points 
cotes 3 ,, z- 2 , ^3 sur les trois premiers axes, seront telles que les equa- 
tions 

f \ +/t —/12, 

— f i 'A - 
/ 3 -H/i=/»i 

seront satislaites. 

Mais, en outre, d’apres ce qui a ete vu au n°58, les points M, 2 , M 23 
et M 3 , sont les barycentres des points M t , M 2 , M 3 pris deux a deux 

et respectivement aflfectes des coefficients — * — • Par suite, les 

Hi H 2 [J.3 

droites M 12 M 3 , M 23 M, et M 31 M 2 passent par un meme point M , 23 
qui est le barycentre des trois premiers points. Ce point M <23 se 
trouve done sur une parallele aux axes menee par le barycentre A 123 
des points A,, A 2 , A 3 respectivement affectes des coefficients 

— , — » — et a une distance w , 23 du point A,o 3 telle que 

Hi [J-2 \H r 1 

U 1,3 _ l l± 

; J *l2d M-l l J -’2 


le module p . l23 etant defini par 

1 _ 1 

[-*•123 [-*1 


I 

Hi 


I 

H*’ 


( l ) Les doubles indices out ici une autre signification que dans notre notation 
generate, mais aucune confusion n est possible, leur definition dans le cas present 
etant parfaitement claire. 
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Si clone on juorte sur l’axe A , 2 j m ) 2 3 Fechelle (^ l23 ) definie par la 
formule 

( S 12 ; 0 «I23 — I^li!3/l23, 

on voit cpie les valeurs correspondantes de z , , z->, ; ;t et ; ( 2 .1 satisferont 
a Fequation 

f\ -+-ft ~*~fz —fl'M, 

et Fon peut remarquer cjue si Foil donne trois des sept variables 
%•>■> ^3? ^127 ~" 23 1 ^317 ^1237 il suffit de prendre quatre alignements pour 
obtenir les quatre autres. 

Tel est le principe de la composition des echelles paralleles enonce 
par le commandant du Genie (depuis lors colonel) Bertrand dans le 
M emoire d’oii est extraite Fapplication qui suit. 

II suffit d ecrire au lieu de ^, 2; , et de poser /‘ l23 =: — f A , pour 
que Fequation precedente prenne la forme 

/ 1 +/•'! -+- A = °- 

On retombe ainsi, a une variante pres dans la notation, sur le type 
envisage au n° 93 . Une generalisation evidente montre qu’on pourra 
de meme obtenir ainsi la representation des equations de la forme 

ft -+-/% +/3H-* • ~ °. 

II va sans dire que, dans le cas on Fon n’aurait pas besoin de consi- 
derer les equations obtenues par le groupement des echelles deux a 
deux, trois a trois, . . . , il serait inutile de graduer les echelles resul- 
tanles correspondantes. 

Exemple : Distributions d'eau. — Ge nomograrame est celui a propos 
diiqiiel le commandant Bertrand ( 1 ) s’est trouve amene a enoncer le principe 
ci-dessus. I' fa etabli en partant des formules de M. Flaman^. 

Soient : 

/ la longueur de la conduite, 
d son diamelre, 


(') Description et usage d'un abaque destine d faciliter la solution des pro - 
blernes relatifs a la distribution des eaux ( Rerue du Genie militaire, t. VIII, 
p. ; 189^ ). 

Le Mernoire a ete tire sous forme de brochure a part mise en vente a la librairie 
Berger-Levrault. 


d’ocaone 


18 
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q son debit, 
h la perte de charge, 
i la pente de la ligne de charge, 
p la puissance de la conduite, 
r sa resistance, 
u la vitesse, 

e la variation de prix (*). 

Kntre les sept premieres de ces quantiles, on a les equations 


0 

T lo g'/ — ,0 g /< = - 

1 

- log' - , 

(■;•') 

— log/i -f- log/ = - 

- lo gy, 

( S ) 

n 

log / H- -7 log q = 

4 

log/?, 

( 4 ) 

■7 log q — log/i -t- log/ = 

— 1 o g d ' — C , 


i 4 


G etant une constante numerique. 

Ces quatre equations permettent de calculer quatre des quantites qui y 
cntrent en function des trois autres. On voit immediatement qu’on pout 
appliquer 
p reliant 


p u i s 


leur ensemble 

le 

principe de la 

composition des 

z J = 


- 2 = /<, 

z 3 = G 

-3 ] 9 

r. 

z -n ^ /• 

-31 "7b 



^ 1 2 3 = d, 


/1 — jr logy, 


'og/t, 

/3-log/. 

f n ~ — log/-, 


— logy, 

/ 31 — logy?, 


C 

/*! 2 3 ~ “ log t/ - 
4 

-C. 


Eufin l'auteur a choisi pour les modules les valeurs 


!^i 


H-2 = fJ-S 


(i CH 


Le nomogramme ainsi obtenu par le commandant Bertrand est celui que 

represente la figure i i t, avec une reduction d un peu moins de ^ • 

\u diametre d et a la resistance r sont respeclivement lies la section s et 
le debouche o par les formules 


izd ' 2 



( 0 Pour la definition de ces tenues divers, se reporter a la brochure du commandant 
Bertrand. 


Fi 


Hi.utsu.' 


ui y 

pcut 


que 
\s et 


dant 




lO m,, l' r netres I lYlillimeini J: j | Centimetres i Decimetres 
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II suffira done, pour avoir ces nouvelles quantites, cPaccoler aux echelles ( d ) 
et ( r ) deja construites des echelles ( s ) et (0) etablies ainsi qu’il a ete dit 
au n° 11 . Ces echelles se trouvent sur la figure r 12. On voit, en outre, que 
l’echelle du debitarecu une double graduation suivant que Punite admise est 
le litre par seconde ou par minute. 

II convient de remarquer, en ce qui concerne l’inscription des graduations, 
l’innovation introduite par Pauteur et qui consiste a donner en toutes lettres 
Pindication de chaque ordre decimal, ce qui fait qu’il suffit d’inscrire un seul 
chifTre en face de chaque point. 

95. Echelles rectilignes non par alleles . — Les equations qui 
viennent d’etre representees, a litre d’exemples, au nutnero prece- 
dent, sont de la forme 

/1/2 

II a suffi de prendre les logarithmes des deux membres pour leur 
donner la forme voulue, mais elles peuvent, sans subir cette trans- 
formation, etre representees par double alignement. Si, en effet, on 
appelle £la valeur commune des deux membres de cette equation, on 
peut representer les equations 

AA=r, 

en posant, d’une part, 

u = 

li i — l x \f\i 

de l’autre, 

u — u'g 
u i — P3/31 

et faisant coincider les echelles (£). 

Exemple : Nivellement barometrique ('). — La difference de niveau Z, 


(‘) Cet exemple est emprunte a Pexcellent Ouvrage de M. Prevot : La Topogra- 
phie appliquee aux Travaux publics (Ouvrage faisant partie de la Bibliotheque 
du Conducteur des Travaux publics; Dunod, editeur, 1898). Le nomogramme ici 
reproduit figure sur la planche jointe au Tome 1 . 

M. Prevot a egalement construit, pour la determination du poids des cordes filees 
employees dans les instruments de musique, un remarquable nomogramme a double 
alignement rentrant dans le type du n° 96 , et s’appliquant a une equation assez com- 
pliquee. M. Gustave Lyon, directeur de la maison Pleyel-\N olff, qui a fait constam- 
ment usage de ce nomogramme au cours des etudes qui Pont conduit a l’invention 
de la harpe chromatique, a, dans une conference faite le 24 fevrier 1897, devant le 
Groupe parisien des Polytechniciens, declare qu’a son estime, ce nomogramme lui a 
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en metres, entre deux stations voisines, est donnee approximativement par 
la formule 


Z 


— iG 000 




a(£+ /') " | h — h 

I OOO Jl + fl 


oil h et t designent la hauteur barometrique exprimee en millimetres et la 
temperature en degres centigrades a la station superieure, h' et t' les memes 
quantiles a la station inferieure. 

Posant 

—'= 0 , h-h'=z, - ± - 

2 2 

on peut ecrire cette formule 

Z __ 8000 -h 326 
e m 


Appelant Z, la valeur commune des deux membres de cette equation, quan- 
tity qui represente la difference de niveau correspondant a une difference de 
pression de i mm , nous poserons, comme il vient d’etre dit, 

(O ll = pC, 

(Z) «i=pi z, 

( 6 ) u 3 = ;jl 3 ( 8006 4- 32 0 ). 

Les echelles (e) et ( m) seront alors definies respectivement par 


Pi - it — pu 1= o, 

ou, en designant par la demi-distance des origines A et Aj, 


(0 

et 


x = 6, 


M- H- pi £ 

P — Pi £ 


p 3 mu — p m 3 = o, 


ou, en designant par § 3 la demi-distance des origines A et A 3 , 


(m) 


x = 


^ p -+- p 3 m 
o 3 

P — p3 m 


La figure 1 1 3 reproduit le nomogramme ainsi construit par M. Prevot : 

x mm 

1° avec les modules p = io mm , pj = o mm ,i, p 3 = ; 2 0 avec les memes 

120 

modules p et p 3 et le module p 3 = o" im ,5. 


G>il gagner environ les onze douziemcs du temps qu'il cut du, s'il en avait etc prive 
eonsacrer au calcul numeriquc. 

A cc type dc nomogramme se rattaclie aussi celui construit par M. G. Pesci pour 
le jaugeage des tonneaux ( G . C.; t. XXXV; 1899, p. 40 . 

Oil irouvera plus loin un autre exempie (n° 114 ). 
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Les deux nomogrammes aiusi obtenus ne different que par leurs gradua- 
tions (L) et ( £ ). Les deux graduations distinetes relatives a un rnerne axe 
sont plaeees de part et d autre de eel axe, ce qui, en l espeee, est d autant 
plus commode que les points de division sont les rhemes d une graduation 
a l’autre, et que seules les chiffraisons different, Tune etant quintuple de 
I ’autre. 

Pour qu’il n’\ ait aucuue hesitation dans la facon de lire ces graduations, 
celles qui doivent elre assoeiees dans la seconde position de I’index out ele 
rnunies' de ehilTres soulignes ( 1 >• 

Fig. i i3. 



Les deux positions de I’index, tracces en poiutille sur la figure, se rap- 
portent a i’exemple numerique pour lequel on a 

h = 722""“, 6, h' - ( ", 3 , t = i V, 2, t' = i2°, 

d’oii 

e = 2 r m , 3 , m = 7 io mm , 4 . 6 = 1 3 ", 6. 

Le norno gramme, pris avcc ses graduations soulignees, donne 

Z = 2 C 8 

( l ) Nous repetons qu’en pratique ii ist bon d'ell'ectuer les distinctions de ce genre 
au moyen de couleurs difierentes. 
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On auraif pu, pour la disposition des echelles de chaeun des deux itonrio- 
{frammes juxtaposes, appliquer ici ce qui a etc dit an nP 72. 


96 . Echelles curvilignes . — Parmi ies equations rentrant dans le 
type general (i) du n° 92 , celles qui se rencontrent le plus souvent 
sont de la forme 


(K 


fl £ ' i = / 3 AP f \ 


Designant par Z la valeur commune des deux membres de eeUe 
equation, on aura a representer simultanement les equations 


( 12 ’ ) 
r e" ) 


/l — C- 

/i^v-t-/v= C- 


Pour la premiere, on pose 


(2) 

Oi) 


c = — pi fi , 


ce qui donne pour les points (z->) 


Pi « -f- p AP c = PPi/j 


Oil 
( Z-i ) 


x — 0 


> P S - Pi 


p^'a-t- pi 




PP1./2 


PA'*-H Pi 


l ) our la seconde. 


(0 

(-0 


M — [xC, 




ce qui donne pour les points ( c . ) 


Pa« -+- PA' O’ — PP3/4 


ou 
( 3 ’> ) 


;r 


- PAP — p.i 

0 1 

l^A+ ;a 3 


r 


ppi./v 
P AP -+- p.3 


II est, bien entendu, necessaire de faire coineider les echelles (T) 
des deux nomogrammes partiels, dont la graduation n’aura d’ailleurs 
pas a etre marquee, et dont le support constituera la charniere. 

Quant aux echelles (3,) et (-33), on pourra leur donner le memo 
support en prenant le meme axe des r dans les deux cas. Les gradua- 
tions correspondantes n’auront alors qu’a etre portees de part et 
(Paul re de cet axe. 
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Exemple : Vitesse d'ecoulement cle I’eau dans les canaux decou- 

verts (*). — La formule donnee par M. Bazin est la suivante : 

8- /Hi 

U y % 

n-4= 

v 7 u 

ou U designe la vitesse moyenne en metres, R le rayon moyen en metres, 1 la 
pente, y un coefficient numerique qui depend de la nature de la paroi. 

Pile peut s’ecrire 

7 1 8 ~ 4 

K /K U 


Sous cette forme, on voit qu elle rentre dans le tvpe(E) ci-dessus lorsqu’on 
prend 

z i=y, ^ 2 =R, z->=\, 

et 


A = Y> 

A = 87 v/T, 


I 




A 


S/H 

A - o. 




d’etre vu, 

par les formules sui\ antes : 


(t). 

V = — 

4i Y» 

(R) 

■n 4 — 4i R 
x = 0 , 

;jl H- [Xj R 

v 

II 

"*= 4s 
+ ? 

* 

i) 

V = — 43 

87 4, 

(U) 

■n 4 — 43 U 
^ = 0 -1 i — r 

4 4- 43 G 

s# 

II 

O 


Les echelles (y), (I) et (U) sont rectilignes. L’echelle (R) a pour support 
la courbe dont I’equation, obtenue par elimination de R entre les for- 
mules ( R), est 


(*) 


x 2 -+- 


.4 62 


44 1 


jk 2 = o-L 


La construction de cette ellipse est bien simple. Considerons {Jig. 1 1 4 ) le 
cercle qui, rapporte a Ox et a la perpendiculaire OJ elevee en O a cet axe, 
a pour equation 

a?2_|_y2— gS. 

G’est le cercle decrit sur AB comine diametre. Pour une meme abscisse x . 


( ) 0 . 30 . 
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on a, entre l’ordonnce y' du cercle et l’ordonneey de l’ellipse, la relation 


(2) 


Y — 



Done, reduisant I’ordonnee PM' du cercle dans le rapport 


, ce qui 


donne PM", on n’a qu’a faire tourner celle-ci en PM de facon a la rend re 
parallele a Oy pour avoir le point correspondant M de l’ellipse. 



II ne s’agit, en somme, la que d’une simple transformation affine, la cons- 
truction du point M courant reposant sur la remarque que toutes les 
droites MM' sont paralleles entre elles. 

Les expressions ( R ) et (U) de x montrent en outre que les cotes R et U des 
points M et P sont liees par la relation 

(3) ' piR=p 3 U. 


Le nomogramme, dont la figure 1 1 5 est une reduction, a ete -construit avec 
les modules 

a = 8 mm , p! = 32 mm , p 3 = 8 rom , 

la demi-distance des origines A et B etant 

0 = 4o mm . 


En outre, 1’echelle (U) etant d’abord supposee s’etendre de A (cotcoc) 
a B (cote o), on a, conformement a la remarque qui termine le n° 72, piis 
I’axe AB des origines incline a Go° sur la direction des axes A u et Bp. 
L’echelle (y) est alors donnee par 
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0.8 x 

G’est une eehelle melrique faciie a const mire ( 1 ). ElJe a cte 
gauche de laxe Be. 


portee sur Ic cote 



L’echelle (I), portee sur le cote droit, de I = o,ooot a I = o,oi T est definie 
par 

e = — /i . 6()6 m,, ‘. 

L’echelle (U ), portee par 1’axe AB des origines, est definie par 

x — 4o T '"'. 

i -+- l 

G’est line eehelle homographique bien facile a const ruire par projection d une 
eehelle metrique ( n° 7), puisqu’on en connait immediatenient trois points 
qui sont le point A cote cc, le point B cote o et le milieu de AB cote r. II suffit. 
d’ailleurs de prendre les vaieurs de v entre o, i el 5. 

Pour ee qui est de Peclielle < R ), on commencera par tracer I’ellipse qui lui 


( ' ) Les seules vaieurs de 7 a considerer sont, d’apres M. Bazin : 

o.ofj. — Parois ties unies (ciment, bois rabote, etc.). 

o,iG. — Parois unies (planches, briques, pierre dc taillc, etc.). 

o,^G. — Parois en maconnerie de nioellons. 

o. 85 . — Parois de nature mixte (terres Ires regulieres, perres, etc.). 
i, 3 o. — Parois en terre dans des conditions ordinaires. 

1,70. — Parois en terre d une resistance except ioonelle (galets, herbes, etc.). 
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V 

serf de support eu remarquant qu'ici ie rapport do reduction qui e litre dues 
- les formulcs (2) est 

s ! 3 X 32 t 

~T><~Jo~ ~ 5* 

Luc fois co support construil, oil a iimnediateim nl 1 ’oebellc ( R) en remar- 
quaut (jue, d apres la foriiiulo ( 3 ), <|ui doune ici 

4 B = U, 

on a la projection do I’ccliollo (R ) sur AB, faito paral lelemenl a A u et Bo, cu 
divisant par 4 les cotes de Teehelle ( (J ). 

M suffit do prendre les valeurs do B entro o ,2 et 5. 

C ost ici I axo A 11 qui sort de eliarniere. Four savoir quelle est sa longueur 
utile, il sutfit d’assooior la plus grande valour de y(y ~ 1,70) a la plus petite 
do B(R = 0,2). O11 trouve ainsi 1111 pen moins de 8 CI ",8. 

Los positions de I index tracees.cn pointille sur la figure iij correspondent 
a I oxemple numerique y = i, 3 , B = 1,6, I = 002, pour lequel lo nomograuimc 
domic U = ■• lu , 


97 . Representation des equations et quatre variables d'ordre nomogra- 
plaque 4, par double afignement. — Si les quatre eoliollos d’un nomo- 
gi amine a double aliguement sont rcctilignes, les trois fonctions//, g f , b e - cor- 
respondant a cliaque variable z/ sont lineairement dependantes, e’est-a-dire 
pendent s'exprimer lineairement an move 11 d une seiile Si. apres avoir fai! 
oette substitution dans I’equation (n du u n 92 . on la developpiy on voil quo 
I on obtienl uno equation do la forme 


V/i j* / a A ! 2. E tjtj/f/f/i-h 1 + 21 D E 


qui est d’ordre nomograpliique 1 par rapport a chacune des quatre variable*,, 
done de 1 ’ordro nomograpliique total 4 ( 1 ). 

On peut se proposer inversement, etaul donnee uno equation du type (1), 
de rocberchor a quelle condition olio ost representable par un nomogramme 
de I’espeee consideree. Ce probleme fait le pendant do celui quo nous avails 
resol 11 pour I'oqualion d'ordre nomograpliique 3 ( n os 74 et 75 ). II a etc abordd 
pour la premiere fois par M. Soroau ( -), qui R reinarqud, pour eommenoer, 
quo I’oqualion (1) peut toujours etro 111 iso sous la forme ( :1 ) (privoo cles tenues 


( •) Voir encore a ce su jet le n° 7 de la Note 111 des Annexes, oil sont resumes les 
travaux de M. F. Boulad qui s’y rapporlent. 

(“) Contribution n° 1 L 2 . 

B 

( ■) II sultit. pour cela, si A 11’est pas tiul, de poser /,•= g t — Si A est nub on 

A 

est rauiene au cas oil il ne l est pas en rcmplaeant une ou plusieurs fonctions par 
leur inverse. 
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2S4 

con tenant les triples prod u its) 

O') 5 = O, 

et qui a ensuite demontre que, pour pouvoir grouper les variables de cette 
equation dans une equation dc la forme 


F„ = F 


il faut que 

CN 

h 

= 713 _ 

liv 


02 

723 

724 

et 


= 713 _ 

723 

- • 


04 

714 



M. Clark a romarque a son tour que ces conditions, dites de groupement, 
se reduisaient a trois, savoir 

1 

0} 0;i 0i O 2 0:i UoO v 

T»3 Tu Y‘23 724 ’ 

et, en reprrsentant la valour commune de ces rapports par p r il a trouve, en 
outre, que 

? = £ — 7127.34, 

faisant observer que les conditions ainsi completees sont non seulement neces- 
saires, mais suflisant.es, car il est facile de voir que I’equation ( 1 ') prend alors 
la forme 

p(^i gt -I- 734) (ft3o;+ 712) ■+* 4 ~ ^2 ft 2 4 - p) ( 04^-f- p) = o 

ou 

/X £_ 1 4 - 734 _ 5 3 g ; t -t- O 4 g\ - 4 - p 

2 ^1^1-h Oigi-h p “ p(^ 3 ^ 44 - 7 l 2 ) 

L’equation Plant ainsi ecrite, il suflit de representor par g la valour com- 
mune de ses deux membres et de representer simultanement les deux equa- 
tions 

( 3 ) 01^^4-02^2^ — gigt-^r ?g —734=0, 

( 4 ) P^3^4 4 - 0 :i g :i -+- 8 4 ^4 - 4 - 7 P,*^-H- P =0, 

en leur donnant une echelle (g) commune qui eonstituera la charniere, ce 
qui est toujours lieite quand la representation est possible, puisque dans 
chacun des nomogrammes partiels, on pent toujours disposer arbitrairement 
d’une des trois echelles. 

Or les discriminants des equations (3) et (4), qui sont toutes deux d’ordre 
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nomographique 3, sont respcctivement 

A = P 2 - 1 - 4 Ol ^2 Y»'n 
A' = (p 2 4 - 4 0 3 84 Yl2 ) P 2 . 

Nous pouvons representer chacune des equations (3) et (4) par un nomo- 
gramme conique (n° 83), ayant une echelle rectiligne (g) choisie arbitrai- 
rement. Prenant cetle echelle (g) la meme pour les deux nomogrammes 
partiels, nous obtenons ainsi, dans tous les cas, quand les conditions de 
groupement 

/ ^ x Oi 0;> 0 [ 0 V 02 


salisfaites , /a representation de l’ equation (Y) an nomo gramme 
a double alignernent , a charniere rectiligne D ( support de V echelle 
fictive de g), sur lequel les echel.les (£ t ) et (z 2 ) ont pour support commun 
une conique C, les echelles ( s :{ ) et (z< t ) une autre conique C' (fig. 116). 


Fig. 1 16 . 



Si A et sont de signes contraires, le support rectiligne D coupe l’une des 
coniques en des points reels, 1 ’autre en des points imaginaires; la superposi- 
tion de ces coniques est done alors impossible. 

Dans le cas oil AA' > o, ces conditions de superposition, venant completer 
celles de groupement, ont ete trouvees par M. Soreau ( [ ) sous la forme 


( 6 ) 


<n <> <> 

0 1 0 2 6304 

T12 _ Y »4 


Une verification s’ofFre ici a nous. 

Si, en elfet, nous envisageons separement les nomogrammes partiels 
(sj, z 2 , g) et (z 3 , S 4 , g) c.onstitues cbacun par une echelle rectiligne (g) 


C) Nouveaux types..., p. :>5. Depuis lors, en ayant recours a la nolion de valeur 
critique (n° 74), il a grandement simplifie la demonstration assez laborieuse qu’il 
avait d’abord donnee de ces formules. 



CHAPITRE V. 


a 86 


portee par la droite D el deux echelles portees par la me me conique C, les 
coles affeclees sur 1’echelle (g) aux points I et .) de rencontre de D et de C 
sent les valeurs critiques correspondantes (n° 83) donnees, d’apres l’equa- 
tion (6,) du n° 73, respectivement par 


ct 


0, 0^ cp s -1- pep — Y 4 = o 

p ~ 0 1 ^ O * -+- p " O — 0 ; > 0 4 O • 


L’identile des deux echelles (g) exige done que I on ait 

5|0 2 _ i _ Y-h 


eequi est, sous une autre forme, la double relation (6) ci-dessus. 

Pour realiser la superposition, M. Soreau amene, par des ebangements de 
fonctions, F equation ( 9 .) a la forme symetrique 

_ h.\h,4-+-p 

h\ -+- /i 2 -!- p !>.\ -4- h v -f- p ’ 


evidemment representable par un nomogramme a support conique unique C. 

On pent, toujours, par une. transformation homographique, rejeter la 
droite D a I’infini en faisant coi'ncider ses points 1 et J avec les ombilics du 
plan. 

Dans ces conditions, la conique C devient un cercle et les alignements 
(z 1, .5 2 ) et ( z > t ) paralleles. On tombe ainsi sur le type du nomogramme 
circulaire a alignements paralleles dont. il sera question plus loin (n° 122). 

98. Nomogrammes coniques a double alignement pour equations a 
quatre variables , d’ordre no mo, graphique super ieur d 4 . — Quand on 
aura a representer une equation a quatre variables d’ordre nomographique 
superieur a 4 ( 1 ), on- s’eflorcera de la dissocier en deux equations des types (E) 
et (E'j du n° 91. On y parviendra le plus sou vent, dans la pratique, en la 
ramenant au type canonique(i) du n° 92 qui est de I’ordre nomographique 6. 

II pourra se faire cependant que, I’ayant rnise sous la forme 

b 12 — 

on reconnaisse que les equations 

Fi2=C et F ;ii = £, 


sans etre toutes deux representables par des nomogrammes de genre 1 , le 
soienl par des nomogrammes coniques, e’est-a-dire que, n’etant pas reduc- 


(‘) Voir, au n° 8 de la Note IV des Annexes, les resultats obtenus par M. F. Boulad 
a ce sujet. 
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tildes simultanement a la forme canoniqne ( E ) du n° 78 , elles le soient a la 
forme eanonique (4)du n° 83 , que nous ecrirons {pour mettre en evidence 
la facon dont t doit y entrer) 

En construisant alors les nomogrammes de ces deux equations avec la 
meme echelle conique (?:) sur le support C de laquelle se trouveront aussi les 
echelles (^j) et (s 2 )> les echelles (s 3 ).e t (s 4 ) etant quelconques, on aura un 
nomogram me a double alignement, sur lequel la charniere sera la conique C. 
On voit que la forme eanonique de I’equation correspondante est 

J\g±__ bj. _ /:iA > 'i+ /Cl . 

J 1 h ■+* S't fi.f\ H- g 4 


(') 


Exe tuple : Mitesse d’ ecoulenient dans un canal a section trapezoidale . 
Soit (’equation 

bd -h d' 1 


V 2 


\Z 7 8 d 


l 1 
3 o- s v 


(jui fait connaitre la vitesse d’ecoulement V (en metres par seconde) dans un 
canal a section trapezoidale avec talus a 1/1 en fon.ct.ion de la largeur au 
plafond b (en metres) de la hauteur d du plan d’eau (en metres) et de la 
pente longitudinale s. 

Kile rentre evidemment dans le type voulu. 

Le nomogramme correspondant a etc construit par M. Wolff (*) avec un 
cercle comme support conique commun a (6), a ( s ) et a (£) (charniere). Ce 
nomogramme est represente par la figure 117. 

Voici comment sa theorie peut etre resumee : 

X etant une constante numerique dont nous disposerons par la suite, repre- 

sentons par y la valeur commune des deux membres de 1 ’equation (i). Si nous 

multiplions les deux membres haul et bas, respectivement par X et p, nous 
dissocions I’equation (1) en 


(’i) 

et 

( 3 ) 


lb 

✓ « 


\/8 J 


l-d 1 _ ^ 


\/8 


73 

» • i 

► J 


XpW — o, 


en posant, pour simplifier l’ecriture 


( 4 ) 


W = 


40 , 


( 1 ) Voir le premier renvoi du n° 83 ( p. 229). 




avec la forme (i) du n° 84, 
)ren<d les echelles definies r 
les couples de formules 



i 

Ub* ’ 
8 


X2 d*’ 

s/S 


y 


£2 

\b 


V 


V'S 


i 


m > 


<8 


y 


id 


A2 d 
H -= 

V 7 8 


i 
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les deux premieres echelles etant marquees sur le cercle 

x-- v- y 1 — x — o, 


et I’echelle ( d ) sur I’ellipse 


x l 


1 2 

71 


X 


o, 


qui so deduit du cercle precedent par dilatation de ses ordonnees dans le 
rapport {. 8 = 1 ,68 ( 1 ) . 

De meme, les echelles du second nomogramme partiel sont definies par les 
couples de formule 


(?) 

(s) 

(W. 


x 


X 


X — 


I -h c 2 

1 

— _ 1 

1 -+- [JL 2 .? 2 

I 

T -f- ao. vv 


y 

y 


1 -t- r 2 


'IS* 


I -+- f a 2 ,s 2 


y = o. 


L’identite des deux echelles (£) montre que leur support commun (le cercle 
ci- lessus) sert ici de charniere et n’a, par suite, pas besoin de porter de gra- 
d lation ( £ ). 

Quant aux echelles (b) et (s), egalement portees par ce cercle, on voit que 
leurs cotes en un meme point sont liees par la relation 


lb_ 

V/8 


u s* 


Le nomogramme que reproduil la figure 117, construit par M. WollF, cor- 
respond au cas ou X = — — et p. — 1200. La chiffraison de V y est faite non 

y/10 

en metres, mais en decimetres, et celle de s au moven des valeurs de - ♦ 

" s 


99. N onto grammes a points condenses. — On peut aussi accroitre 
le nombre des variables dans les equations a representer en points 
alignes en j substituant aux eclielles simples des echelles de points 
condenses (Remarque du n° 49 ). II convient toutefois d observer que 


(') Pour s’expliquer la figure 117, il faut se rendre compte que l’ave O.r se con- 
tend avec le support de I’echelle (V), I’origine etant au point de cette echelle 
cote q c, qui Test en meme temps pour les echelles (b) et ( d ), et ou la tangente 
commune aux supports de ces deux echelles est confondue avec O y. On voit aussi 
qu’ici le module est egal au diametre du cercle. 


d’ocaose 


19 
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cette maniere de faire ne resulte encore que d ime facon specials 
d’operer la dissociation de l’equation proposee, chaque echelle 
ponctuelle entrant dans le nomogramme etant definie au mojen 
d une certaine variable auxiliaire, puis chaque point de ce support 
defi.nL lui-meme com me point condense au mojen d’un faisceau con- 
dense, ainsi qu’il a ete vu au n° 49. 

Le cas, bien entendu, le plus utile a considerer, au point de vue 
de la pratique, est celui oil le support de l’echelle condensee est une 
droite et ou le faisceau servant a definir cette echelle est forme de 
perpendiculaires a cette droite; autrement dit, celui que Lon obtient 
en accolant des echelles binaires (n° 50) aux supports d’un nomo- 
gramme a echelles rectilignes et, plus particulierement encore, a 
echelles paralleles. 

Soit, par exemple, une equation de la forme 

Jn + fro =Jn- 


11 suffira, pour la represenler, de poser 


ce qui donne 


u — pi/n, 

jj. 2 a -f- p-i r = ;j.( [x 2 / 36 . 


On voit que }es points ( , zf sont condenses sur l’axe A a 


Fig. n8. 



{fig- 1 1 8)., oil ils seront definis par une echelle binaire* de/,,,. De 
meme, pour les points (z 2 , zf condenses sur Be, et les points 
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-?«), condenses swr une parallcle aux deux premiers axes el divi- 
sant leur inlervalle dans le rapport des modules u, et uu. 


Exemple : Temps de montee d un avion. — Si t est le ten*ps, exprime en 
mioutes, de la montee a Paltitude Z, exprimee en metres, d’an avion dont la 
hauteur de plafond est Z t , en metres, et la vitesse ascensionnelle au depart V, 
en metres par seconde, on a 




7 . ><>> 

60 




1 


d’oii, en prenant les logarithmes et representant la fonction log log par le 
symbole log 2 , 

log /-)-/«'= logZ — log V -4- log ' 2 / 1 — rr') ’ 
representable par points alignes si l’on pose 

a = pj j^logZ -f- log 2 , c =— u 2 logV, 


ce qui, sur la parallele aux axes divisant leur intervalle dans le rapport — > 

* U2 

donne (a un decalage pres, dont la mise en place par alignement, telle qu’elle 
a ete indiquee au n° 63 , permet de rfl; pas calculer la grandeur) l echelle 


w =0-3 log t n\ec 


1*:S 


1 * 1 -+- 1 * 2 * 


Reste a delinir, sur 1 ’axe A u. les points condenses correspondant a la fonc- 
tion de Z et Zx dont l’expression est ci-dessus ecrite. Pour cela, on a recours 
a une echelle binaire (iT 60 ) rapportee a deux axes cartesiens dont l’axe O y 
se confond avec A//,, l’axe U x lui etant perpendiculaire. Cela revient a poser 

.rr=aZ,, y=u, 


P etant un module quelconque. Les courbes (Z) de cette echelle binaire ont 
alors pour equation 


y 


= P-i 


loffZ 


log 2 


oZ 


X 


On les obtient en construisant individuellement les echelles (Z) ainsi 
debases, sur les differentes droites(Zx), et unissant par des traits continus les 
points de meme cote de ces echelles. 

Le nomogramme dont la figure 1 19 est une reduction a ete ainsi cons- 
truit (*) avec les modules 


,0. 


o mm , 07 . 7 , 


1*1 


1 10" 


1*2 


7.8o 


pt 3 = 80 ' 


(') Ce nomogramme, const ruit pendant la guerre a la Section technique de I’ Aero- 



min 



TJ 4 
3 

5 5- 


120 

E 

£ 

K 30 


Vitesse ascentionnelle aili depart, V 
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La position de l’index, marquee en pointille sur la figure, correspond a 
l’exemple Z = iBoo m , Z t = 54oo m , V = 5 ms , pour lequel on a t = 7 minutes. 

100. Nomo grammes ci cilignements multiples. — S’il s’agit 
d’une equation non plus a quatre, mais a n variables, on pourra, en 
certains cas, grace a l’introduction de n — 3 variables auxiliaires, la 
dissocier (n° 52) en n — 2 equations a trois variables representables 
par points alignes. L’ensemble des nomogrammes ainsi obtenus, sur 
lesquels on n’aura plus qu’a prendre, avec l’index, des alignements 
successifs, fournira alors la representation de l’equation proposee. 
C’est la une extension correlative du principe expose au n° 52, dont 
une application particuliere a deja ete donnee au n° 53. 

0 j a lieu de considerer plus specialement le cas ou toutes les 
echelles du nomogramme sont rectilignes et paralleles entre elles. 

Le procede pent, dans ce cas, etre expose comme suit : etant 
donnee l’equation 

f\ + - • •-+- Jn — 

on peut, comme au n° 53, la considerer comme le resultat de l’elimi- 
nation des variables auxiliaires C 3 , C'o Zsi • • • entre les equations 

f l = °) 

?3-/:H-Cv=0, 

*C 4 -A~ f \ -f* Co — O, 

jusqu’a 

Cip-i — fv>-\ —ftp — 0 ( s i n es t pair) 
ou 

Ca p ^ ftp 1 — 0 (si n est impair). 

II suflit des lors de construire, suivant le mode indique au n° 67, 
les nomogrammes de ces equations successives en adoptant, pour 
deux consecutifs d’entre eux, la meme echelle pour la variable 
auxiliaire £ cju’ils ont en commun; les supports de ces diverses 


nautique, est emprunte a la brochure 0 . 60 , ainsi que plusieurs autres que l’on 
trouvera par la suite (n os 120 a 123;. Cette brochure contient un expose sommaire 
de ce qu'il est indispensable de connaitre de la Nomographie et plus specialement 
de la methode des points alignes pour en faire les applications les plus courantes. 
Tous les exemples qu’elle renferme sont empruntes a la masse importante des appli- 
cations de cette methode que les necessites des diverses techniques interessant la 
conduite de la guerre ont conduit a effectuer au cours meme des hostilites. 



CHAPITRE V. 


294 

echelles (£) (qui n’ont pas besoin d’etre graduees on le seront de 
facon arbitraire pour le reperage) const itueront autant de charnieres. 
On voit que, pour les cas de n variables, il j en aura n — 3. 

On trouvera plus loin (n° 106 et Note IV des Annexes) diverses 
applications du pro cede des alignements multiples. 


II. — Points a deux cotes ( 1 ). 


101. Principe des points alignes a deux cotes. — Tons les 
artifices mis en avant jusqu ici, notamment an Chapitre ill et dans 
la section I du present Chapitre, reposent sur la substitution, a tine 
equation a 11 variables donnee, d une suite d’equations a trois variables 
obtenue par dissociation de celle-ci (p. 1 3 7 ) . On a vu an n° 49 qu’en 
ce qui eoncerne la representation par lignes coneourantes, on ne 
saurait songer a aller plus loin par suite de Cimpossibilite de figurer 
sur une seule leuille un systeme doublemen l in (ini de lignes. 

Or, il 11 ’en va pas de me me pour des points, un systeme double- 
ment intini de points pouvant etre delini par les muluelles intersec- 
tions des lignes de deux faisecaux simplement inlinis, don l Fensemble 
constitue ce qu’on appelle un reseau. De la, la possibility ;de repre- 
senter au move 11 de la methode des points alignes, en substituant 


aux eehelles ponetuelles des reseaux, |ecrtaines equations a plus de 
trois variables non dissociables mi equations a trois variables et 


apparlenant neanmoins a un type qui se rencontre Ires frequemment 
dans les applications. 

On pent definir un systeme de points a deux cotes (sj, z 2 ) pat 
Fequation en coordonnees paralleles de chacun de ses points 



( l ) l'nlroduils pour hi premiere fois dans la note 0.3 el la brochure 0.4 sous Ic 
nom de points doublement isoplethes. 

Le graphique de l’ecouleinent de beau dans les can aux et rivieres, public en 1869 
par MM. E. Ganguillet et W.-IL K utter ( Zeitschri/t des QEstr. lug. and Arch. 
Vereins , t. XXI, p. 3o), que ses auteurs ont obtenu par un precede geometrique 
direct, a pu etre regarde a pres coup com me une application du principe general 
etudie ici, mais il y a lieu de renouveler a cette occasion la remarque faite dans fe 
renvoi de la page i55, a propos de la table de multiplication graphique de Mbbius. 
Go graphique de Ganguillet et K utter n’eveiite pas la moindre idee du principe 
general auquel on pent aujourd’hui ie rallacher. * 
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Si l/oii prend, ainsi qu’au n° 08, comme origine O le milieu de la 
distance AB des origines des axes Aw et Be, comme axe O y la 
paralle le a ces axes menee par O, comme axe Ox la droite OB 
(dirigee de O vers B), et si V on pose OB — o, les coordonnees carte- 
siennes du point defini par lequation ci-dessas sont 


-s A" 12— fit 
cc — o — > 

A r I 2 . "+■ ,/ i 2 
ft 1 2 


r = - 


A r 1 2 “H 'f 1 2 


et Felimination successive de z 2 et de z t entre ces deux dernieres 
equations donne les equations cartesiennes des svstemes (z { ) et (z 2 ) 
constiluant par leur ensemble le reseau (/,, zf. 

I n systeme de points a deux cotes etant ainsi defini, il n’y a qu‘a 
reprendre tout ce qui a etc d it dans les n os 61 et suivants, en substi- 
tuant a un, a deux on aux trois svstemes de points a une cote, des 
svstemes de points a denx cotes, pour avoir des nomogrammes a 
points alignes representant des equations a quatre, cinq on six 
variables. 

Si I on se reporle an n° 61 , on voit done que lequation la plus 
generate representable par un nomogramme a points alignes corn- 
portant trois svstemes de points a deux cotes est de la forme 



fix 

§\ 2 

hi 2 

: 

f-o 

hV* 

h-n 


/sc 


h 5 c, 

Le nomogramme corn 

‘Spoil 

dant 

a 


la 


figure 120. 

o 


Son emploi se reduit a ceci : 

>S 7 , par exemple , on prend c tl pour inconnue, on fait passer 
V index par les points de rencontre d' une part des lignes z K et z«, 
de V autre des lignes z s et ; cet index coupe alors la ligne z :> en 
un point par lequel passe une ligne z f , dont la cote est la valeur 
de V inconnue demandee. 

Ainsi, sur la Figure 120, pour 


: t = 2, 


4 , 


** = 6, 



le nomogramme donne = 8. 
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Tout ce qui a e'te dit relativement a la transformation homogra- 
phique et an fractionnement des nomogrammes a points alignes a une 
cote pourrait etre repete ici. 

Parmi les nomogrammes a points alignes a deux cotes, ceux qui, 
de beaucoup, se rencontrent le plus frequemment dans la pratique, 


Fig. 120. 



sont constitues au moyen d’un seul reseau a deux cotes et de deux 
echelles a une seule cote, portees par deux axes paralleles. Ils gene- 
ralisent par consequent les nomogrammes de genre o et 1, et en ce 
qui concerne leur disposition, on n’aura qu’a se reporter a ce qui a 
ete dit de ceux-ci. 

Les equations representables par des nomogrammes de ce type 
sont celles de la forme 

(L) f\ gzk f ih-z % -+-/$>, . = o. 

Pour obtenir le nomogramme correspondant, il suffit, en represen- 
tant par u, et p. 2 deux modules quelconques, de poser 

Ol) M=Pl/l, 

(^2 ) V — V-lfl' 

L’equation du point (53, s 4 ) est alors 

U F-2 #34 H~ C|Xi/i34 -+- jUj \J-zfv+ — O. 

et ses coordonnees cartesiennes par rapport aux axes ci-dessus definis, 
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si I on represente toujours par o la moitie de la longueur AB, 

QQ Q 1 * ? 

I- 1 ) hy* -+- , u 2 o'.s v 
— M-i _ 

, u 2,'7 -i4 

L’elimination successive de et de ; 3 entre ces deux equations 
donne .les equations cartesiennes des deux sjstemes de lignes du 
reseau (s 3 , z A ) 

(* 3 ) fi(*, y, **) = ( >, 

(**) /iO, **) = O. 

Remarque /. — Si, ce qui est un cas ties frequent, les fonc- 
tions /y V) et o :?4 se reduisent a des fonctions A, et seulement, 
lequation qui fait connaitre x donne en meme temps le faisceau ( c :t ) 
du reseau (; 3 , 

Dans ce cas, les diverses lignes du faisceau (;, ) determinent sur 
chaque ligne (; 3 ) une echelle dont l’expression de y fournit l’equa- 
tion lorsque, pour chaque valeur fixe attribute a ; 3 , on y fait varier 
seulement Dans ces conditions, si l’expression de y est lineaire 
en , toutes les eclielles ainsi obtenues sont metriques, et il suffit, 
par consequent, pour chacune d elles, de determiner seulement les 
points correspondants a deux valeurs particulieres de Nous disons 
alors que les lignes (; ,) sont metviquement espacees suivant la direc- 
tion de Oy. 

Remarque II. — Si, d ans la meme hypothese que ci-dessus (celle 
ou les fonctious y 3 ,, et g ik se reduisent et g> - 3 ), on suppose, en 
outre, que le rapport de / 3 a y 3 varie peu dans les limites ou la 
variable y., reste comprise, le resserrement trop grand des lignes (^ 3 ), 
paralleles a O y, qui en resulte, peut etre un inconvenient. Mais 
lorsque la nature de la question fait que ^ 3 ne figure jamais que 
parmi les donnees, on peut tourner la difficulty en prenant pour 
chaque valeur de ^ 3 , avec un axe A u fixe, un axe Be different. Dans 
ces conditions, au lieu d une echelle simple (; 2 ) portee sur un axe Be 
unique, on a un reseau ( , ^ 3 ) dont les lignes (^ 3 ) sont encore des 
paralleles a O y et I on prend les alignements entre les points de ce 
reseau et ceux de l’echelle (^ t ). On trouvera une application de cette 
remarque au n° 1^22. 
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102. Premier exemple : Interets composes. — Reprenons ]a formule des 
interets composes, mise sous forme logarithmique (n° 54, i°), 

log A = log« -+- n log(i - 4 - r). 

Nous pouvons ici prendre comme elements cotes ( a ) et ( n ) 

O) u = p t log or, 

( n ) v — p 2 n . 

Gela nous donne, pour l’ensemble des variables A et r, les points a deux 
coles definis par 1’equation 


\J-> U -f- pi I O g ( I -+-/•)? p! p 2 log A = O 

on, en vertu des formules du numero precedent, 

(rj g = 8^;° S ' (l + r) ~ |Xl » 

Pi log( 1 - 4 - r) h- p 2 

Pi Pa log A 
Pi b)g(i H- r) -j~ p 2 ’ 

La premiere de ces equations ne contenant que r definit les Jignes du resea u 
cotees (r) qui sont, comme on voit, des droites paralleles aux axes Au et Re; 
puis [’elimination de r entre les deux dernieres formules donne, pour les lignes 
du resea u cotees (A), 1’equation 

(A) • 2 ty — pi (8 — x) log A, 

droites qui passent toutes par l’origine B(^7= S, y = 0 ) de I’axe Be, et qui 
coupent 1’axe A u ( x — — 5) aux points definis par 

y = pi log A, 

qui sc confondent avec les points (a). Cette circonstance permet d’eviter le 
trace des droites (A). En effet, il suffit, pour avoir une telle droite, de joindre 
le point B (qui n’est autre que le point n = o)au point de l’cchelle (a) cote A. 
On peut, d’ailleurs, pour realiser cette droite, se servir de l’index lui-meme. 
L’emploi du nomogramme devient alors analogue a celui des nomogrammes a 
double alignement, le second alignement passant ici par un point fixe. II peut 
s’enoncer ainsi : 

On fait cl'abord passer l' index par le point cole a sur Vechelle da- 
capital et le point cote n sur Vechelle du temps , puis on le fait pivoter 
autour du point oil il rencontre la verticcile colee r, de f aeon d Vamener 
a passer par le point n = 0 . Il coupe alors Vechelle du capital an point 
cote A. 

Sur le nomogramme represente par la figure 121 , on a pris p,== o,o4pi de 
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facon a donnor a l’echelle du temps ( n ) la meme longueur qu’a Fechelle du 
capital (a) et (A), avec les limites adoptees. 


Figc 12 1; 



Taux (r) 

Les deux positions de l’index marquees en pointille sur la figure corres- 
pondent a l’exemple numerique deja envisage au n° 54 (i°), savoir 

a = 20 ooo' 1 ', n = i5°, r = 4 %< 
pour lequel le nomogram me domic 

A — 36 ooo r ' . 

103. Deaxieme example : Grille trigonome tricj lie ( [ ). — La formule for.- 

(') Donne pour I a premiere l'ois dans 0 . 4 , p. 84, ce nomogramnie a, depuis lors, 
ete utilise par (ollignon dans sa A ole sur la determination de V heure du passage 
du Soleil dans an plan vertical ( J . E. P 2® serie, 3® caliier, p. 128; 1898), 
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damentale do la trigonometric spherique 

cos ci — cos b cos c 4- sin b sine cos A 
pout, ainsi que 1’a remarque Collignon, s’ecrire 

2 cos a = (i. -4- cos A ) cos ( b — e) 4- (i — cos A ) cos (b 4- c). 

Sous cctte forme, el le centre dans le type (E) du n° 101. 

Adoptant ici pour p.j et u 2 la valeur 8 du demi-ecartement des axes An 
et Be(ce qui donne pour quadrangle limite un carre), nous poserons, en verlu 
des formules (sj) et (.s 2 ) du n° 101, 

u = o cos (b 4- c), 
v = 8 cos (b — c), 

ce qui nous donne, pour equation du reseau (a, A), 

u(i — cos A ) c(i h- cos A ) — 28 cos a = o. 

Les coordonnees cartesiennes du point correspondant sont ici donnees par 
les formules 

y — 0 cosa, 
x = 8 cos A, 

qui ne component pas d’elimination, puisque cliacune des variables A et a 
11’entre que dans l’une d 7 elles. Elies font done connaitre direclement les lignes 
cotees (A) et (a) qui sont des paralleles aux axes cartesiens. 

Le nomogramme correspondant, obtenu avec 8 = 4 cm , est represente par la 
figure 122. 

Ge nomogramme est, en somme, constitue par les droites joignant deux a 
deux, dans le sens parallele a Ox et dans celui parallele a 0 y, des points 
d’egale division (de 5° en 5° sur la figure 122) d’un cercle gradue rapporte a 
ces axes. Ge mode de generation justifie pour un tel nomogramme le nom dc 
grille trigonometrique. Toutes les graduations etant d’ailleurs cosinusoi- 
dales, on doit, pour un angle superieur a 180, prendre le point cote au moyen 
de son complement a 36o°. 

La position de l’index, marquee en pointille sur la figure, correspond a 
l’exemple numerique suivant, qui fait connaitre, sur la mappemonde. la dis- 
tance spherique de Paris a Hanoi, lorsqu’on prend pour b et c les colati- 
ludes 66°2 o' et S\ 8 ° 5 o' d’Hanoi et de Paris, dont la difference de longitude est 
de 116 0 . On a done ici 

b 4- c = io7°3o', b — c = 25° 10', A = 11 6°. 

Le nomogramme donne a = 87° 5o\ 

Cette grille trigonometrique ne permet de prendre pour inconn ue que a 
ou A, et non b ni c , qui entrent a la fois dans les chiffraisons (b 4- c) et 
(b— c). ' 
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Nous avons toutefois resolu le probleme consistant a obtenir Pune ou 
l’autre de ces variables b ct c, prise pour inconnue, en ne faisant usage quo 


Fig. 122. 
Echelle de A. 



de cette grille (*). M. G. Pesci nous a indique une utile simplification de la 
solution de ce probleme. C’est cette solution simplifiee que nous allons repro- 
duire ici. 

Supposons que les donnees etant A, a et 6, nous cherchions a obtenir c. 
Soient D le point diametralement oppose au sommet G sur la sphere et 
CIID le grand cercle orthogonal a AB. Le pole C' de AB se trouve sur CD et 
les grands cercles C'A et C'B sont ortliogonaux sur AB. 

Jl 

Dans Phypothese de B << — ? appelons m et n les segments determines par 

le grand cercle CUD sur AB, alors tous deux interieurs a AB, \x et v les angles 
qu’il fait avec GA et GB. 

Dans le triangle DAG' on connait trois elemenls conseeutifs, savoir Bangle 

77 ^ 77 

en A, egal a - — A, et les deux cotes qui le comprennent, AD = tz — b, AG' = — • 

l 1 ) 0.41 et 43. II va sans dire que la grille s’applique de merne aux cas corre- 
latifs resultant de la consideration du triangle supplementaire. 
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La grille permet alors d’obtenir les autres elements du triangle, savoir : le 
cote G'D, 1’angle en C' egal a tt — m (d’oii m) et 1-angle en D egal a p. 

Fig. 1 2 3. 


C 



G'D venant d’etre obtenu, on connait les trois cotes du triangle DBG'. La 

grille en donne alors les trois angles, savoir ^ — B (d’ou B), it — n (d’ou n ) 
et v. 

On a e n fin 

AB = ni-h n et G = ;jt + v. 

Si B etait obtus, il faudrait prendre 

AB — m — ?i, G — p — v. 

La resolution nomographique generale des triangles spheriques par le pre- 
cede le plus direct en chaque cas sera traite plus loin en detail (n os 113 a 117). 

104. Ti'oisienie exemple : Resolution de V equation complete du troi- 
sieme degre. — Pour representer 1’equation 

z* -f- n z~ -h p z 4- cj = o, 

qui rentre evidemment dans le type (E) du n" 101, il suffit, en appelant p! 
et p 2 deux modules quelconques. de poser 

(P) u = imp, 

(q) . ; > ■ • V = p 2 <7? 

equations qui definissent deux echelles metriques portees [sur Aw et Be. 
Le. point (n, z) est alors defini, en yertu de ce qui a ete vu an n° 101, par 
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Teq nation 

p* 5 u -b ;j-i v -+- ;ji| p, ( +/i5 J ) = o 

ou, ce qui revient au merne, par ies formules 

Pi — l J -> z 


x — o 


y = — 


pi •+• p'2 5 
Ui p 2 (,s 3 -b n 5-) 
Pl -+- p? 5 


La premiere de ces equations ne contenant que z delink, dans le reseau 
{/?, s), les lignes cotees (s) qui sont, coniine on voit, des paralleles aux axes 
coordonnes Am et Bp, determinant, sur I’axe VB des origines. une echelle 
homographique (n° 7), identique a eelle dont la construction a ete donnee 
au n° 79. 

Quant aux courbes (m), qui sont des cubiques cuspidales, on pourrait aise- 
ment former leur equation en eliminant z entre les valeurs de x et /; mais 
cela est inutile. 

On se trouve, en effet, ici dans un cas d’application de la remarque I 
du n° 101. Les lignes (n) sont, d’apres l’expression de y, metriquement 
espacees dans le sens de Oy, et il suffit, pour les determiner, d’obtenir sur 
chaque ligne(r) deux points de l’echelle metrique correspondante. II est tout 
naturel de choisir d’abord le point n — o dont la construction a ete donnee 
au n° 80. 

Si l’on prend ensuite le point n = — , on voit qu'il se deduit, par une 

p2 

construction tres simple, du point n — o correspondent. En eflet, l’expression 
ci-dessus de y, pour n = , devient 

y — — pi 52 


et, d’autre part, le point n = o situe sur la droite (z) ayant pour equation 

p i- 2 zu -f- pi v -+- pi [X-> 5 :} = <>, 

qui, pour v = o, donne 

u = — p, 

on voit que la projection ortho gonale sur Am du point cole — sitae sur 

p2 

une droite {z~) se confond acec la projection du point cote o sur eelle 
merne droite (z), faite d partir de Vorigine B sur l’ axe Am. 

Etant donne que la construction de la courbe n = o a ete enlierement 
realisee au n° 80 par des projections successives -faites a partir d’ecbelles 
metriques, on voit que la construction du nomogramme de l’equation com- 
plete du troisieme degre olfre le merne caractere. 

C’est ainsi qu’en prenant 

0 

Pi = P» = T 



Fig. 124. 
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on a construit lc nomogramme deda figure 12.4, dont Lemploi se reduit a 
ceci : fair e passer V index par les points cotes p et q et lire les cotes z des 
paralleles aux axes , passant par les points oil cet index rencontre la 
courbe colee n. 

On s’est d’ailleurs, cn verlu d’une remarque deja faite a propos de l’equa- 
tion trinome ( n" 80 }, borne a envisager des valeurs positives de z, les valeurs 
absolues des racines negatives de Lequation pouvant etre oblenues comme 
racines positives de la transformee en — z, c'est-a-dire de Lequation definie 
par les coefficients — n , p et — q. 

Les equations du troisieme degre qui sc rencontrent dans la pratique n’ont, 
d’ailleurs, en general, qu’une racine positive, et c’est la settle qu’on ait besoin 
de calculer. 

Les positions de l’index marquees en pointille sur la figure se rapportent 
aux equations 

Z* -+- 2 Z — 6 = 0 

et 

z* •+• z 2 — 2 , 1 6 z — 3 , ‘2 = o, 

pour lesquelles le nomogramme donne respectivement z = 1,46 et z = i,6. 

Remarquons, en outre, qu’ici s’applique Je principc des multiplicateurs cor- 
respondants (n° 20) lorsqu’on prend 

z' = X z, n'—An, p' == X ~p , q’=A‘tq. 

En voici des exemples pris dans la pratique : 


i° Voiite en dome. — Bossut, dans ses Recherches sur V equilibre des 
routes ( Memoir es de V Academic des Sciences, p. 556 ; 1774)? est amenc, 
a propos d’une voiite en dome particuliere, a resoudre l equation 


P H- 96 H- 721 , 879 1 — 7826,051 = o. 
En prenant A = on a Lequation 

L 3 -b 9, 6 1' 2 4- 7,21 1 ' — 7,82 = o. 


Le nomogramme donne pour cette derniere 


Par suite, 


t' — 0,59. 
t — 5 ,9. 


2 0 Remous d’une riviere. — Le remous z d’une riviere, a son passage sous 
un pont, est donne par Lequation 


-s J +(aH — A)^_+_H(II — 2 A)/S — i— B — AH 2 = o, 


ou 


Q 2 

l 1 H 2 


B = 


Q2 

2 & L* 


UOCAOMi 


20 
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L designant la largeur de la riviere en amont du pont, 
l sa largeur totale sous les arches du pont, 

H la profondeur moyenne en amont, 

Q le debit de la riviere, 

U le coefficient de contraction. 


Avec les donnees suivantes, qui sont celles relevees par d’Aubuisson' dans 
son experience sur la Veser, savoir 

L = i8o m ,7i. / = 96 m ,i3, H = 5 m ,37, Q = i 45 o mS , U = 0,9, 


on a l’equation 
Prenant ici X = 


pour laquelle le nomo 


•2 s 1 0 , 1 Z 2 - 4 - 23 , 5 2 — I I , 04 == o. 

on est ramene a l’equation 
^' 3 +5,i« 2 -r 5,9,3' — i,38 = o, 

gramme donne 


et, par suite, 


*' = <>, 1 9 

z — o m , 38 (i). 


/ 105. Quatrieme exemple : Resolution de V equation du quatrieme degre. 

— Soit Pequation du quatrieme degre 

mz % - h nz^-r- pz q = o. 

Lorsqu’on pose 

z ~ mz n = m 2 n p — m 3 p ' , q = m’+ q' , 
elle devient ( 2 ) 

z' k z' s - f- n'z ' 2 -+- p'z'-+- q' — o. 


( x ) L’experience de d’Aubuisson a donne z = o ,u ,382. 

( 2 ) II y a lieu ici de faire une double observation : 

i° Pour le cas ou m serait negatif, il y aurait lieu de construire un second nomo- 
gramme, analogue a celui qui va etre decrit, et correspondant a l’equation 

z'* — z’*-irn:z" l -)rp’z'+q , = o. 

Ge nomogramme servirait notamment a obtenir les valeurs absolues des racines 
negatives des equations pour lesqueiles le coefficient m est positif. 

2 0 Pour le cas ou m — o, on pourrait construire aussi le nomogramme de l’equa- 
tion 

z ' 1 — 1— nz* -f- pz q = o, 

A 

analogue a celui qui a etc decrit au numero precedent, mais la resolution d’une 
telle equation se ramene irnmediatement a 1’emploi du nomogramme decrit ci-dessus, 
au moyen de la transformation z' — z ± 1. 
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Sous cette forme, il suffit, pour la representer, de poser 

3 * 

(p') u=^p', 

(?') V = IM q', 

ce qui donne pour les points (n',z r ) 

•s P-1 — Pa-s' 

X — 0 1 ,, 

[i-1 -f - [i.9 Z 

[^2 ( ^ — 1 — z r ^ — H* ti z 

y Pi + P 2 s' 

On voit que tout ce qui a ete dit a propos de la construction du nomo- 
grarame precedent peut etre repete ici. On obtient seulement comme 
courbes ( rt ' ) des quartiques au lieu de cubiques. Mais, une fois tracee la 
courbe n' — o, les autres s’en deduisent exactement de meme qu’au numero 
precedent, toujours d’apres la remarque du n° 101. En effet, si Eon compare 
Eexpression de r ci-dessus a celle qui figure au numero precedent, on voit 
que, pour une meme valeur de z' ou de z, dans l’une ou l’autre de ces expres- 
sions, on a, entre les y correspondant a une meme valeur de n', une difference 
constante. Si done on construit ce nomogramme nouveau avec les memes 
modules que le precedent, on voit que les eehelles metriques determinees sur 
les diverses verticales (z), par les courbes ( n ), sont les memes dans l’un et 
l’autre cas. G’est ainsi qu’a ete obtenu le nomogramme de la figure 125 ( 1 ). 

Pour deduire les coefficients n', p', q ' des coefficients m, n, p , q et passer 
ensuite des racines z’ aux racines z, on voit qu’il suffit de construire le 
nomogramme de Eequation 

a = m l cc' 

pour i — i, 2 , 3, 4 . 

Ce nomogramme rentre lui-meme dans le type ici etudie. II suffit, en effet, 
d’ecrire Eequation precedente sous la forme 

loga = loga'-h tlogm, 

\ 

pour voir qu’elle est representable au moyen des deux systemes de points a une 
cote 


(a) it = p.j loga, 

( m ) v = — p 2 log m, 


(G La simple inspection de la figure (sur laquelle on a supprime les accents affectes 
aux lettres z, n, p, q) montre que la portion tracee des courbes ( n ) comprise entre 
les axes n’est jamais coupee par une droite en plus de trois points, e’est-a-dire 
qu’aucune des equations representees n’a plus de trois racines positives, ce qui est 
evident a priori , attendu que, la somme des lacines etant egale a — i, l’une au 
moins de ces racines est necessairement negative. 
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et le systeme de points a deux cotes 


;ju u -r- [J-! iv — fjt-i log a' = 


o 


ou 


x = 8 

y 


Pi l p 2 

[i.i i *+“ [j.7 

Pl P -2 iQg^ 
1 i H- 1^2 


Prenons pi = ;ju. Les echelles (a) et (m) sont alors des echelles logarith- 
miques de meme module portees en sens contraires sur A wet Bp. Les lignes(t) 
sont des paralleles a ces axes definies par 


c'est-a-dire determinant sur AB une echelle homographique ( n° 7 ), et les 
lignes (a'), dont l’equation s’obtient par i’elimination de i entre les expres- 
sions ci-dessus de x et y, sont definies par 

(a') aay = pi loga'(o — x). 

Ce sont des droites et 1 ’on voit, en faisant x = o et x — — o, que la droite 
cotee a' joint l’origine B de l’axe Bp au point cote a de l’echelle portee 
sur A u. 

Ce nomogramme, ou il suffit de donner a i les valeurs i, 2, 3, 4 > est 
done ties simple a construire {fig. 126). Au lieu d’inscrire a cote des verti- 
cales les valeurs de i , on y a inscrit la designation des Variables correspon- 
dantes. En outre, on a, a cote de I’echelle de gauche, inscrit les designations 
des diverses variables auxquelles se rapporte cette echelle, cest-a-dire qui 
ont etc representees en bloc par la variable a dont on s’est servi pour la 
construction (*). 

Le procede a suivre pour la resolution d’une equation du quatrieme degre 
est alors le suivant : Faisant passer Fiudex, sur le nomogramme de la 
figure 126, par le point m de V echelle de droite , on le fait pivoter autour 
de ce point pour prendre successivement les points //, />, q de V echelle de 
gauche. Ces diverses positions de V index coupent respectivement les 
echelles {n'), (p) et iq') en des points dont les cotes font connaitre n ' , 
p\ q'. Celles-ci, transporters sur le nomogramme de la figure 12 5 , font 
connaitre les racines z .En faisant passer alors sur la figure 126 V index. 


(') Au lieu de construire les radianles qui figurenl sur ce nomogramme auxi- 
liaire, on peut recourir a un pivolement de I'index, comme pour le nomogramme 
des inlerels composes (fg. 121). Pour avoir n\ par exempli;, ayant fait passer 
I’index par les points in et n , on le fait pivoter autour de son point de rencontre 
avec la verticale (11') jusqu’a ce qu’il passe par le point .c de I’echelle (in). II donne 
alors la valour de n sur 1 ’eclielle (n). 
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pivotant toujours autour da point m , par les points de I’echelle (. z ') cotes 
au moyen des valeurs de ces racines , on obtient les racines z demandees 
sur I’echelle de gauche. 

Soit, par exemple, a resoudre 1’eqiiation 

£ 4 -h 3 ,s 3 -h 3 6 -s 2 — h- 54-s — 4o5 = o. 

Les trois traits mixtes (I), (II) et (III) qui sont marques sur la figure 126 

Fig. 126. 


( z ') ( n ) (PHT) 



montrent que, si l’on reduit Je coefficient du second terme a Tunite, les trois 
autres coefficients deviennent respectivement, en valeur absolue, 4, 2 et 5. 
On a done a resoudre, au moyen du nomogramme de la figure 120, [’equa- 
tion 

-f- S'3 -+- 4 S' 2 -+- 2 S' — 5 = O. 
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Le trait mixte marque sur cette figure et qui unit les points p = 2, <y — — 5 
coupe la courbe n = 4 tout pres de la verticale z = o,8, mais un peu en 
avant. Nous aurons done pour cette derniere equation 

^'=0,79. 

Le trait pointille ( IV) de la figure 126 montre que la valeur correspondante 
de z est 

** == 2 . 3 7 1 

comme d’ailleurs, dans ce cas particulier, on le verifie immediatement par le 
calcul . 

Remarque . — L’artifice qui a permis de ramener la resolution de l’equation 
du quatrieme degre a la lecture d’un nomogramme a consiste a transformer 
cette equation en une autre dans laquelle n’entrent que trois coefficients 
variables. On sait que le meme but pent etre atteint pour toutes les equa- 
tions des sept premiers degres moyennant l’emploi de transformations lineaires 
nude transformations de Tschirnhausen, elles-memes susceptibles de se tra- 
duire en nomogrammes a points alignes. En particulier, toute equation du 
cinquieme degre est susceptible d’etre ainsi ramenee al’un des trois types 
canoniques. 

z ® -j— nz- — j— p z — (— q = o , 
z s — z 3 nz 2 -f- pz -+- q — o, 

z* — z 3 -h nz- -hpz -+- q = o. 

Cette remarque ( 1 ) fait ressortir que la resolution de toutes les equations 
des sept premiers degres pent etre effectuee avec le seul secours de la methode 
des points alignes., 

106 . Combinmson cles deux principes de V alignement multiple 
et des points d deux cotes. — La combinaison des principes exposes 
aux n os 100 et 101 fournit, en certains cas, un bon moyen de repre- 
senter certaines equations a multiples variables. 

Exemple : Epaisseurs minima des pales d’helice d’ avion vers le 

moyeu ( 2 ). — Designons par : 

h cette epaisseur en centimetjes (de o a 24), 


0) Forrnulee pour la premiere fois dans la Note 0.34. 

( - ) Emprunte a la brochure 0.60 ( voir le renvoi du n° 99). 

Un autre exemple important duplication de la mfime methode a la determina- 
I ion du chemin parcouru par un navire en cours de mouvement varie, lorsqu’on, 
fait' passer la vitesse du propulseur d’une certaine grandeur de regime a une autre 
est iudique dans la Note 0.54 cl traite en detail dans la Note 0.55. On en trou- 
vera plus loin (n° 12 ‘2 ) un autre exemple non moins important emprunte a la bro- 
chure 0.60. 



3 l 2 


CH A PITRE V. 


D la densite de la matiere (de 0,1 a i), 

R sa tension en kilogrammes par centimetre carre (de 25 a 3 oo), 

V la vitesse peripherique en metres par seconde (de o a 3 oo), 

P la poussee en kilogrammes (de ioo a 5oo), 

p le rapport du diametre de I’helice a la largeur de la pale (de 4 a 20). 
L’epaisseur cherchee est donnee par la formulc 



3 DV 2 
8 R 



Pour representer cette formule, nous introduirons les variables auxiliair.es 
et tel les que 



(*) ? 2 ='Cl/f r , 

( 3 ) , h = \J 'j. 


Chacune de ces formules est representable en points alignes. Pour (1), 
prendra ■ ' • 


u = — |i V", v = im r t ; 


on 


pour (2), si Pon fait coinciderle nouvel axe des u avec l’axe des v precedent, 
de fafon que cet axe commun constitue une charniere, 


u — PiCt, 


v — ■— p 2 ; 


et pour ( 3 ), de meme, 

Cela donne pour (1) le reseau (D, R) 


u — — p 2 £ 2 , v ~ j jl 3 h , 


Oil 


3 v/3 pj D u -f- 8 pR * v = 8 \/'5 ppi R 


^ 8 sj -i p R - — 3 v/3 p.| D 8 v/3 ppi R 

x = 0 5 5 > y — — 


8 s / 2 p R 2 h- 3 v/3 pi D 


8 /2pR 2 + 3 v/3 pi D ' 


dans lequel les lignes (R), dont L’equation, provenant de Pelimination de D, 
e<t 

v /3 P2 ( x 0 ) = 1 v/2 6 

sont des droites issues de Porigine A de l’axe A u. 

Pour (2), on a Rochelle (P) definie par 

p 2 y/ P li ■+• pi P = O 

ou, sur l’axe O 3?, 

. * = 8 

P 1 -+- P-2 \/P 
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pour ( 3 ), Fechelle (p) definie par 

p£ \/ p U — f- p 2 0 zzz O 

ou, sur I’axe Ox, 

x = 8tl hjWe. 

p 2 -+- P 3 /? 

Les echelles (P) et (p), l’une et i’autre projectives de celle de $/z y se 
construisent facilement au moyen de celle-ci par le procede connu (n° 7). 

Le nomogramme correspondant, construit ( ! ) avec des modules tels que 

Pi 2P2 

Pl = 0300 P, p 2 =i— , 0.3 — , 

*7 7 

est reproduit, en reduction, sur la figure 127. 

Les positions de 1 ’index marquees sur la figure correspondent a l’exemple 

V = 268 m : sec, D = o ,63 >, R = 167 kg : cm 2 , 

P = 454 ks , p = 1 3 ,64, 

pour lequel le nomogramme donne h = i5 cn, ,5. 

107. Droites a doubles euveloppes. — Alors que nous avons 
reconnu (n° 49) Fimpossibilite de faire figurer, sur un nomo- 
gramme, un sjsteme doublement infini de lignes, Fintroduction 
de Findex mobile que comporte Femploi de la methode des points 
alignes a conduit le P. Poulain a une remarque ingenieuse ( 2 ) per- 
mettant d engendrer au mojen d’une droite mobile un sjsteme dou- 
blement infini de lignes droites. 

Pour Fexpose de ce principe, revenons aux equations du type (E) 
du n° 101, savoir 

/l* 3 *+/*A 84 +/ 3 *= 0 . 

Si nous posons ( 3 ), cette fois, en coordonnees cartesiennes, 

(0 ^ = Pi/i, y = P2./2, 

( 1 ) A la Section technique de l’Aeronautique. 

( 2 ) Qu’il nous a communiquee dans une Lettre en date du 16 octobre 1891. 

( 3 ) On apercoit immediatement la generalisation suivante ; si l’equation donnee 
etait de la forme 

f\2 gz \ "+" S\1 ■+" fz\ — °5 

on ]> os era il. encore ' 

x = l x if 12, y = . 

ce qui determinerait le point a deux cotes (z t , z 3 ) par un reseau dont les deux sys- 
temes constituants seraient definis par 1’elimination successive de z 2 et de z i entre 
les expressions de x et de y. 
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< * . I 

nous definissons un point a deux cotes, z, et z 2 , qui doit se trouver 
sur la droite 

(2) -'^^2/34 + yy -\ £:n -+- y-i jx* A 3 * = o, 

droite que nous pouvons appeler A et dont, pour plus de simplicity, 
nous representerons l’equation ci-dessus par 

( 2 ') A; U =0. 

Si l’on donne a une valeur constante, cette droite a une enve- 
loppe £ ;i , dont l’equation s’obtient par l’elimination de z, t entre 
l’equation (2') et sa derivee prise par rapport a 3 /( ou 

/ o \ ^A 3 4 

(0) — = O. 


OZ-U 


On peut ainsi construire les enveloppes £ :l correspondant aux 
diverses valeurs de 

De meme, l’elimination de entre l’equation (2 ) et 

^34 


( 4 ) 


o 


oz-> 


permettrait de construire les enveloppes £>, correspondant aux 
diverses valeurs de c . 

On voit, des lors, que l’equation (E) ci-dessus exprime simple- 
ment qi tune tangente commune aux courbes £ % et £ A passe par 
le point (;, , Zo). 

Fifr. 128. 



Le nomogramme comprendra {Jig- 128) : i° le reseau des paralleles 
aux axes, detini par les formules (1) et servant a determiner les points 
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s 2 ); 2° le sjsteme des enveloppes C 3 ° celui des enve- 
loppes £ u . 

Si, par exemple, z t , z 2 , £3 etant donnes, on veut avoir z, n on fait 
passer par le point (z t , _z 2 ) un index, pose sur le nomogramme , 
que Von amene a etre tangent d V enveloppe C 3 , et on lit la cote 
de V enveloppe C /t qui se trouve en contact avec cet index. 

Lorsque les enveloppes ^ et se reduisent a des points, on 
retombe sur une variante de la methode des points alignes. 

Soil, par exemple, l’equation complete du troisieme degre 


Posons 


z z ■+• n z~ h - p z -4- q = o. 
x = \xp, y = \xq, 


equations qui definissent un quadrillage metrique parallelc aux axes. II vient 
ensuite 

xz -hy -+- p(^ 3 -+- nz 2 ) = o. 

Lorsque, laissant n fixe, on fait varier z~ dans cette equation, on obtient une 
enveloppe £ n dont l’equation peut s’ecrire immediatement, puisque c’est la 
condition pour que l’equation ci-dessus ait une racine double en z. 

La voici : 

27 p .y- -+- 4 a? 3 -+- /i(4 n 2 p. 2 y — 11 \xx 2 — 18 \xxy) — o. 


Cette equation definit des cubiques cuspidales (unicursales, de la troisieme 
classe) passant par forigine. oil elles sont tangentes a Ox. 

Quant aux enveloppes £-, obtenues en faisant varier n dans l’equation ci- 
dessus, z restant fixe, on voit, puisque, dans ces conditions, la droite corres- 
pondante reste parallele a une direction fixe, qu’elles se reduisent a des points 
a l’infini. 

Pour une direction donnee, la valeur de z est le coefficient angulaire de 
cette direction, change de signe. On pourra done definir ces diverses direc- 
tions au mojen d’un transparent sur lequcl seront marquees, en plus des axes 
Ox' et Of, des droites issues de l’origine et cotces au moyen de leur coef- 
ficient angulaire change de signe. 

L’usage du nomogramme sera alois le suivant : 


Les axes O' x' et Of etant maintenus parallelement d Ox et Oy, on 
place Vorigine O' du transparent en coincidence avec le point (p,q) du 
quadrillage . Les racines z de l' equation sont alors les cotes des 
droites du transparent qui se trouvent en contact avec la courbc 
cotee 11 ( 1 ). (*) 


(*) Pour evi ter 1’usage du transparent, on pourrait appliquer une transformation 
homographique ramenant a distance finie la droite de 1’infini du nomogramme ci- 
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108. Trajectoires des contacts. — Reprenant le type de nomo- 
gramme general da numero precedent, considerons-y une des enve- 
loppes C, et menons les tangentes communes a cette courbe et a cha- 
eune des enveloppes £ :i . Le lieu des points de contact de ces 
tangentes et des courbes sera une certaine courbe G /( qui pourra 
etre dite trajectoire cles contacts z !t pour le systeme (z 3 ). 

L’equation de cette trajectoire est bien aisee a obtenir; elle resulte 
simplement de l’elimination de z^ entre les equations (2 ) et (3) du 
numero precedent. En diet, ces equations sont celles de deux droites 
passant par le point de contact de la droite (s,,, z /t ) avec son enve- 
loppe £■ s . Par suite, l’elimination de ; ;t donne bien le lieu de ce point 
correspondant a une valeur fixe de 

Cette trajectoire etant traceeet cotee an moyen de la va- 
ieur correspondante de pourra, au point de vue de F usage du 


Fig. 129. 



nornogramme, remplacer la courbe 4 , qu’il n’y aura partant plus 
besoin de tracer. L’emploi du nornogramme sera alo.rs le suivant 

(fig' l2 9) : 


dessus, celle, par exemple, qui est dcfinie par les formules 


y 

y' — a 


x 


X 


y —a 


et qui fait correspondre a la droite de rinfini la droite y'—a. Aux differentes valeurs 
de 5 correspondraient alors des points cotes sur cette droite. Le reseau (p, cj) serait 
constitue par des droites (p) issues du point x' = o, y' = a, et des paralleles (q) 
a Ox, et l’on aurait les racines de l’equation en lisant les cotes des points ou un 
index, passant par le point {p, q), viendrait couper la droite y' = a,lorsqu’il aurait 
ete amene a etre tangent a la courbe colee ( 11 ). 
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Etant donnees z il z 2 -, z 2 , on fait passer par le point fz^. z 2 ) du 
quadrillage un index cjue don amene d etre tangent a la 
courbe (z 3). La cote de la courbe (z.f passant par le point de 
contact fait connaitre la valeur de z, t cherchee ( 1 ). 

Le principe de ce mode de representation nous a ete, sons forme 
de F exemple particulier cite plus bas, communique par M. B. Pala- 
dini. 

Suivant que les courbes G 4 ou les combes seront plus simples a cons- 
truire, on aura recours aux unes ou aux autres. Par exemple, dans le cas de 
l’equation complete du troisieme degre, envisage a la fin du nuraero precedent, 
les courbes C z se reduisaient a de simples points, tandis que les courbes 
seraient assez compliquees. Yoici, par contre, un exemple, celui meme que 
nous devons a M. Paladini, ou 1 ’emploi des trajectoires £5 comporte une reelle 
simplification. II s'agit de 1-equation 

» 

{1) n sin (« + &> ) -+- m sinw — sin a — o, 

rencontree par M. Pesci dans un Memo ire sur la Ginematique navale cite plus 
baut (-), et qui sert a determiner to en fonction de m, n et a. 

Si nous posons, en appelant u. un module quelconque, 

(2) x — \xm. y — \ xn i 

nous avons les droites a doubles enveloppes et definies par l equa- 
tion 

( 3 ) - y sin (a to) -h x sin w = p. sin a. 

La derivee de cette equation, prise par rapport a w, est 
•( 4 ) y cos (a -4- m ) -f- x cos to = o. 

Retranchant cette equation, multipliee par sin to, de la precedente, multi- 


f 1 ) II convient de remarquer qu’un tel nomogramine, a l’encontre des precedents, 
ne se prete pas egalement bien au choix de l’une quelconque des variables comme 
iuconnue. Si, par exemple, c’est z 3 que Ton cberche, il faut trouver la courbe z 3 , 
dont la tangente, en son point de rencontre avec la courbe passe par. le 
point (z v z 2 ), ce qui ne peutse faire que par tatonnement. II est vrai que, dans un 
grand nombre de cas de la pratique, c’est toujours la meme variable qui est prise 
pour inconnue. II suffit d’adopter celle-ci pour z k . 

( 2 ) Bivista marittima , mars 1898. 

M. Pesci a publie dans le meme Recueil ( decembre 1896, mars 1897, jviiilet 1897, 
■octobre 1898) une serie interessante de Notes relatives, comme ceile ici specialement 
visee, a l’application de la methode des points alignes a divers problemes souleves 
par l’art de la navigation. 
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pliee par cosco, nous avons, apr<js suppression du facteur commun sin a, 

( 5 ) y — |jl cos 00 — o. 

L’elimination de to, par addition des carres (3) et ( 4 ), donne 

(6) x- H- y ' 2 -+- 2 xy cos a = p 2 sin 2 a. 


Telle est ^equation des enveloppes £ a , qui sont des coniques faciles a cons- 
truire, comme on le verra plus bas. 

On trouverait de meme pour les enveloppes 0 f( > un autre systeme de co- 
niques. Mais l’elimination de a entre ( 3 ) et ( 4 ), qui se trouve effectuee 
dans ( 5 ), fait connaitre les trajectoires G w , et Ton voit, d’apres ( 5 ), que ce 
sont des droites paralleles a Ox. II sera done plus simple ici de recourir a ces 
trajectoires plutot qu’aux enveloppes C M . 

Pour construire les ellipses 0 a , il suffit de rernarquer que, si l’on, prend 
pour axes de coordonnees les bissectrices Ox { et 0 y t des angles des axes 
primitifs, l’equation (6) devient 



Autrement dit, si, sur le cercle de centre O et de rayon pi/2, on prend le 

point A tel quejUiOA = -> les demi-axes de l’ellipse *!.' a sont les projections 
de OA sur et OjKi- 

Quant aux droites on peut les prendre superposees aux droites 

cotees 71, la cote m de chacune d’elles etant donnee par celle du point oil elle 
rencontre le cercle de rayon p. ^qui n’est autre que gradue comme un 

rapporteur a partir de Ox. 

En pratique, m et 11 varient de 0,1 en 0,1 entre o et 2, y. entre o° et 180°, 
e.t to entre o° et 36 o°. 


109 . Nomogrammes a points coplanaijxs. — Bien que cela s’ecarte un 
peu de notre sujet, qui vise la representation plane des equations, c’est ici le 
lieu de faire connaitre une curieuse extension a l’espace du principe des points 
alignes, sous forme de points coplanaires, dont M. A. Adler (Q d’une part, 
M. R. Mehmke ( 2 ) dc I’antre, ont eu separement l’idee. 

Si nous reprenons les exemples donnes dans les n 0s 104 et 105 , nous voyons 
que des equations de la forme 

<0 f(z)-^ n g{z)- 3 s-ph(z)y-qk(z) = o 

(') Wiener Berichte, t. XCIV, 2 e section, p. 4o4- 

( 2 ) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik , t. XLIII, p. 338. 



020 


CIIAP1TRK V. 


ont ete represontees par I’alignement des points a une cote 

(P) u = \ J \Pi 

( q) v = [ 0-2 q 

et du point a deux coles 

( ^ ) tl [0-2 /t ( -3 ) — (— V [0-2 A' ( 3 ) — [Jt. j [J-2 [ / ( Z ) -hng(z)] = o. 

Si nous prenons maintenanl un systeme de coordonnees paralleles dans 
Uespcice (*), nous voyons que I’equation (i) exprime quc Ic plan dont les 
coordonnees sonl 


(*)' 

(PY 

(qy 


If = 

e = ix, p, 

w = l J ’ :i 7 » 


passe par le point M dont l’equation est 

( z )" u : J -2 y-.i g(z ) -+- v [J-i [0-i h ( z) -+- w (X, [ 0-2 k(z) -+- p., p 2 p ;} fi z ) = o. 

Ge point a pour projection, parallelement aux axes Am, Be, Cw, sur le 
plan ABC des origines, le point m, barycon.lre des points A, B, G rcspecti- 
vement affectes des coefficients ;o., ;o. 3 g{ z), ;o. 3 h ( z), [x t ;o. 2 A( 3 ), et sa dis- 

tance mM a celle projeclion, complee. pa ral lelemont aux axes, esi 


m M 


— Pi 1 *.■>/(>) 

y -2 [J-.i g(-Z ) H~ [ 0 -;. [0.J h(z) ~h [O, [0.-2 k( z ) 


Lorsqu on fait varier z, le point m deceit sur le plan ABG une certaine 
e.ourbe y et le point M engendre, sur le cylindre qui passe par celle courbe y 
et a ses general rices paralleles aux axes, une courbe F sur laquelle on pent 
marquer un certain nombre de ses positions en inscrivant a cote les valours 
de z correspondantes. On obtient ainsi le systeme des points cotes ( 3 ) de 
l’espace, distributes sur une certaine courbe gauche F. 

Des lors, pour avoir les valeurs de z correspondant d des valeurs 
donnees de 11 , p, q, il suffit de couper la courbe F par le plan determine 
par les points cotes n, p, q respectivement sur les axes Am, Bp, Gw, et de 
lire les cotes des points ainsi obtenus sur F. 

Pour realiser lc plan (m, p, q j dans I’espaee, on peut lendre un 111 entre 
les points n et q de Am et de Gw, et amencr un oeilleton o, fixe a un cur- 
seur c mobile le long dc Be, en coincidence avec le point p. Bn regardant 
alors par cet tcillclon, on lit les valeurs de 3 aux points oil le (il semble 
couper la courbe F. 


(0 Voir au sujet de ces coordonnees notre Cours de Geometric pure et appliquee' 
de I'Ecole Poly technique, t. I, p. 25. 
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La figure i3o represente [’instrument construit, d’apres ce principe, par 
M. Mehmke pour la resolution de l’equation com Pi etc du troisieme degre 

— j— nz 2 + p z — t— q — o. 

Si l’on-suppose l’equation pourvuc d’un terrnc dc plus 

f(z) + m g{z) n h(z) -h p fc(z) q l(z) — o, 

Fig. i3o. 



on peut, pour chaque valeur de m, traiter l’cquation comme il vicnt d’etre 
dit. A chaque valeur de m correspond ainsi une courbe F qui peut etre cotee 
au moven de cette valeur de m. Les di verses courbes gauches T ainsi obtenucs 
et qui constituent le systeme (/ n ) sont, d’aillcurs, toutes situees sur un merne 
cylindre, attendu quo la courbe y, projection de T sur ABC, ne dependant 
que des trois derniers termes de l’equation, est la memo quel que soit m. On 
pourra done les tracer toutes sur ce cvlindre en marquant egalement les 
generatrices de ce cylindre correspondant aux di verses valeurs de z. Pourvu 
alors que 1c cylindre soit constitue par une matierc transparente, comme le 
celluloid, a travels laquelle on pourra, de I ceilleton, voir le fil tendu, on aura 
le moven d obtenir les valeurs tie z correspondant a des valeurs donnees 
de m, n, p , q. Un tel nomogramme pourrait etre construit pour l’equation 
complete du quatrieme degre. 
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III. — Applications diverses de la methode des points alignes (!). 


A. — Galcul des profils de remblai et de deblai ( 2 ). 


110. Rappel des for mules. Distinction des cas. — Represen- 
tons par : 


5 la cote du sol naturel, prise avec son signe, par rapport a la plate- 
forme (remblai, signe — ; deblai, signe 
9 la declivite transversale (tangente de l’angle sur Fliorizon) du sol 
naturel, prise avec le signe ou avec le signe — , suivant que, a 
partir de Faxe, dans le demi-profil considere, le sol est en rampe 
ou en pente ; 

b la d emi-largeur de la plate-forme; 

h' cette demi-largeur augmentee de la largeur du fosse ; 

t le talus des remblais, pris en valeur absolue; 

t' le talus des deblais, egalement en valeur absolue ; 

F l’aire de la section du fosse ; 

cp son perimetre (somme de la largeur au plafond et de la longueur 
des deux talus ) ; 

R l’aire du remblai; 

D Faire du deblai; 
e la largeur d’emprise ; 
l la longueur du talus. 


Posons, en outre, 

bt — a, b' t' = a ' , 

^ I — |— t ^ = x , sj I — t 2 — X j 



b'*l’ 


c 


•2 
J f 


b>z’-o = t\ 


et considerons les quantites s, A, or, s', a', a-', y definies par les 


(') Telle est I’importance prise aujourd’hui clans la pratique par cette methode 
qu’il a paru utile d’en developper a part plusieurs applications d’une certaine 
ampleur, independamment de celles deja choisies pour exemplesau cours de 1’expose 
theorique de la methode. 

( 2 ) Resume du Memoire 0.19 ou sont donnes de plus grands details sur les tres 
nombreuses variantes anterieurement proposees par divers auteurs de la solution 
entierement generale ici envisagee. 
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tor mules 





(i) 



a — ^ 

(O 

, a! -t- z 



*4-0 ’ 

£ “ t' — 0 9 

(*) 

X -4- 

i = 

a — s 

(*') 

X' 4- (3' a’ 4- z 

T 


t- i-0 ’ 

t' “ t'— 0 ’ 

(3) 

T 4- 

c = 

( a — z ) 2 
2 (t~+- 0) 7 

(3') 

, _ (a' 4- *)* 

2(r— ft)' 

(4) 


Y = 





2 0 ’ 




| ft | designant la valeur absolue de 9. 

Remarquons d’ailleurs que les formules (i) et (3) d’une part, (V) 
et (3') de l’autre, nous donnent encore 

e(a — z) 

t h- c = — , 

2 

, , , *’(a'-hz) 

<7 ~r - C = — : . 

2 

Tous les cas a eonsiderer sont alors au nombre de quatre, pour 
lesquels les demi-profils ont ete representes sur la figure 1 3 1 ( 1 ), etles 


( 3 bis) 
(3' bis) 


Fig. 


i or, 





resultats relatifs a ces quatre cas peuvent se resumer dans le tableau 


(>) Les cas V et VI envisages dans le Memoire 0 . 19 , conformement a un usage 
ancien, n’ont, en realite, aucun interet pratique. 
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ci-dessous ( 1 ), ou ies resultats sont exprimes en fonction des quan 

tiles calculees au moyen des formules precedentes : 

I. Demi-profil simple en remblai (z o, z bty << o), 

e = s, / ;= A, R = <7, D = o ; 

II. Demi-profil mixte en remblai (z >* o, ^ -f- o), 

e = £, l — X, R = <r h- y, D = y ; 

III. Demi-profil simple en deblai (z o, ^ -f- b() )> o), 

e == e', / = X', R — o, D = <j' ; 

I\ . Demi-profil mixte en deblai (z << o, z X6 >> o), 

* = e\ / = X', R = y, D = <t'-+- y. 

111. Solution generate par lignes concourantes. Fariantes 
diverges. — Laissant a part la formule (4) dite du terme comple- 
mentaire , facile a representer, nous envisagerons les deux groupes 
de formules ( i ), ( 2 ), (3) dites du remblai , (L), (2 ), (3'). dites du 
deblai. Remarquons d’abord que dans chacun de ces groupes les for- 
mules a representer se reduisent a deux : ( 1 ) et (3), ou ( 1 ') et (3 ), 
puisque le rapprochement de ( 1 ) et ( 2 ), ou de (V) et (2 ), donne 

X = sx — (j, V = z’z ' — [s', 

qui montrent que, sur le nomogramme donnant 3 ou s', il suffit d’accoler 
a Fechelle (s) ou (s') une eclielle (X) ou ()/), puisque 7, (3, t , ft sont 
des constantes. 

Occupons-nous du groupe forme par ( 1 ) et (3), par excmple. Ce 
qui va en elre dit pourrait etrc repete sans modification pour le 
groupe de ( i ) et (3 ). 

Le probleme nomographique qui se pose est de realiscr une repre- 
sentation commune de ces formules ( 1 ) et (3), associant les systemes 
cotes (s) et (c) autant que possible aux memes systemes (j) et (0), 
ces quatrc systemes etant amenes a la plus grande simplicity pos- 
sible. 


(‘) Nous renvoyons, pour les demonstrations, a nos Lecons sur la Topometrie 
(n° 81). 
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Voyons tout d’abord comment ce probleme se resoudrait par la 
methode des lignes concourantes. Pour representer la formule (i) par 
le concours de droites appartenant respectivement a trois systemes, 
de la facon la plus generate, on poserait 


a 


U 

V 


ft u 
* + 0 “ w ’ 



U, V, W etant trois polynomes du premier degre en x et y quel- 
conques, mais toutefois lineairement independants. Dans ces condi- 
tions, conservant pour (z) et (9) les memes systemes, on aurait 

pour (< 7 ) le systeme ' 

, ' UW 

*(<*-*- c) = -TFT ’ 


compose de coniques. Pour que le nomogramme donnant (7) ne ful, 
In i aussi, compose que de droites, on devrait done ne garder qu’un 
seul des systemes (z) ou (9) precedents et recourir pour le second a 
un systeme different, prendre, par exemple, 

U r 7 - • U 

a — z — — * \ t 0 — — 7 


ce qui donnerait pour le systeme (c) 

T 

V2(cr -+- c) = 

La plus ancienne solution rentrant dans le premier type est celle 
de Davaine ( 1 ), que l’on obtient en prenant 

U = x, V = i, 

% 

ce qui clonne les systemes 


(*) 

a — z = x, 

(0) 

t+ 0 =-, 

y 

(0 

*<=y> 

(<0 

XV 

a + c = — • 

lje nomogramme 

correspondant, sur'lequel, ainsi qu’il a ete dit ci 


( 1 ) Memoir es cle la Societe des Sciences de Lille. 1 845. 
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dessus, Fechelle (s) se double d’une echelle (X), esl represent e sche- 
matiquement par la figure i32. 


Fig. i3a. 



Les autres solutions connues, reposant sur Fcmploi de droites con- 
courantes, rentrent toutes dans le second type de solution susmen- 
tionne moyennant certaines particularisations des fonctions linc- 
aires U, V, W, T ( < )* 

C’est grace a l’emploi de son anamorphose logaritlimique (n° 26) 
que Lalanne a pu transformer la table graphique de Davaine en une 
autre oil les systemes (e) et (a-) sont associes auxmemes systemes (s) 
et (6), mais ces^quatre systemes etant cette fois tons rectilignes. 11 lui 
a sufli pour cela, ayant mis les formules ( 1 ) et (3) sous la forme 


(1 bis) 

( 3 bis ) 

de poser 

<*)' 

w 


logs = log(a - z) — log(/ 6), 

Jog(<T-t- c) -h log 2 = 2 I O g ( a — z) — I O g ( / -+- 0 ) , 


x -by = 2 log (a — z), 
y = log(/ -+- 0 ) 


(*) Nous renvoyons ici, pour le detail, au Memoire 0.19 
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pour obtenir 

(S) X — y=2logS, 

(a) x = logic -f- c) 4- log 2 , 

d’ou le nomogramme represente schematiquement par la figure 1 33, 
sur lequel lechelle (s) a encore ete doublee d’une echelle (a). 


Fig. 1 33. 
(A) 



La construction de ce nomogramme se trouve grandement, simpli- 
liee par rapport a celle du grapbique de Davaine du fail nu’il ne com- 
porte que des droites, alors que, sur le premier, figuraient des hyper- 
boles equilateres; mais le mode d emploi en reste le meme : on prend 
le point de rencontre des lignes colees (z) et (9) et on lit les cotes 
des lignes (e ) et (a-) passant par ce point de rencontre. 

Un tel nomogramme etant construit pour le groupe du deblai 
( online pour celtii du remblai, et complete par celui du terme com- 
plementaire, qui peut se construire de la meme facon quand la for- 
mule (4) (n° 110) de ce terme a ete mise sous la forme 

logv + loga = slog s,— log | 6 [, 

on voit que, pour des valeurs donnees de - et 9, le nomogramme du 
groupe de meme nom (remblai ou deblai) que le demi-profil consi- 
dere fait, dans tous les cas, connaitre la largeur d’emprise et la lon- 
gueur de talus; il fournit egalement, a lui seul, l’aire lorsque le demi- 
profil est simple; si le demi-profil est mixte, il y faut, pour Faire. 
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aj outer la lecture faite sur le nomogramme du termc complemen- 
taire. 

11 va sans dire que les inconvenients inherents a la methode des 
lignes concourantes, signales au n° 29, sont, dans ee cas, pa rli cu- 
ll eremenl sensibles, en raison de l’entre-ci’oisement, surle tableau, de 
quatre systemes de droites. II est vrai que ces droites etant paralleles 
dans cliaque systeme, on pent user iei du procede du transparent a 
index concourants (a quatre index au lieu de trois) (n° 30) ('), ce qui 
donne le type de nomogramme represente ]>ar la figure 1 34 • On pent 
menie ne se servir que d un transparent a trois index si Ton a recours 
au principe des abaques hexagonaux; mais, dans ce cas, on doit user, 
pour le calcul de s el celui de <r, de deux echelles ( z) distinctes, 
puisque l’invariabilite du module sur les echelles d’un tel abaque 

Fig. i3 4- 



oblige a avoir des echelles difFerentes pour log (a — z) e t alog(a — z). 
On obtient, dans ce cas, le dispositif represente schematiquement sur 
la figure i35. Mais c’est incontestablement la methode des points 
alignes qui fournit, ici encore, la solution la plus pratique ( 2 ). 

1 12. Solution par les points alignes. — Occupons-nous d’abord 


(') Un tel artifice a etc applique aux abaques memes de Lalanne par M. Blum 
( Annates des Fonts et Chaussees , i cl ' sem. 1881 , p. 4 r >5). 

( 2 ) On trouvera par la suite (n os .129, 13i, 142) l indication de quelques autres 
precedes nomographiques He calcul des profils de terrassements. 
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des formules du groupe du remblai, mises sous la forme 
(0 logs = log(« — z) — log(£ 4- 6), 

(2) ' X = 

(3) log(<7 -4- c) 4- log 2 = 2 log ( Cl z) — log( t 4- 6). 

Nous poserons ici, en supposant les graduations logarithmiques 

Fig. i35. 

^ 0 ) 



portees sur Au et Be avec un merne etalon dont le module est pris 
pour unite de longueur, 

(z) u=z\o%(a — z), 

(0) e = — log ( £ 4- 0 ), 

ee qui, porte dans (i) et (3), donne 

(0 U 4- 0 = logs, 

(a) 2 u 4- V = log(<7 4- c) 4- log2. 

L’equation (e) definit une echelle logarithmique, portee avec un 
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module reduit a la moitie du premier stir la parallele equidistante 
de A a et Be, l equation (<r), une ecbelle logaritlimique portee avec 
un module reduit au tiers du premier (’) sur la parallele aux axes 
divisant l’intervalle de A a a Be dans le rapport de i a 2. 

Pour la mise en place des echelies, une fois construites les eelielles 
(e) et ( 9 ) entre les limites voulues par Implication que l’on aenvue, 
il suflit d’obtenirun point, sur chacun deleurs supports, des eelielles 
(s) et (<r). Or, si l’on se reporte aux formules (1) et( 3 ) du n° 110 , on 
voit que, pour 3 = o et 9 = o, on a e = b el 1 — o. Les points cotes 
au moyen de ces deux valeurs fixeront la position des eelielles de logs 

et de log(o--|-c), portees avec les modules - et ~ sur leurs supports- 
respectifs. 

Une fois Peelielle (e) construite, on lui aecole (de l’autre cote du 
meme support) rechelle (X) en se servant de la relation (2) qui lie 
les valeurs correspondantes de s et » 

Tout ce qui vient d’etre dit pour le groupe du remblai peut el re 
repete pour celui du deblai, a cette seule dilFerence pres que, pour 
s =3 o et 0 = o, 011 a ici s = b' et <7 = V. 

Quant a la formule du terme eomplementaire mise sous la forme 

* 4 ) logy -+- 1 o g 2 = 2logs — log | 0 I, 

on la represente de meme en portant sur deux axes paralleles, avec 
les modules 2 et 1 , les eelielles de logs? et de — log( 9 ), et sur la 
parallele equidistante de ces deux axes, lAchelle de logy avec le 

module - • 

•2 

C’est ainsi qu’avec les donnees 

b — 5 ,n , ^ , = 6"’,5o, t ^ , t' ~ 1, F = o ,n ,5, o = 1 n * 2 , 9 1 , 

ont ete eonstruits les trois nomogrammes reunis sur la figure i 36 . 

II etait interessant d’obtenir, sur les nomogrammes eux-memes, la 


( J ) G’est principalernenl en vue cl( k cette application que la maison Tavernier-Gravet 
a, sur nos indications, grave, sur une meme regie de buis, des etalons logarilhmi(jues 

dont les modules sont proportionnels a 1 , — et L La meme regie porte aussi un 

etalon de module proportionnel a :>, en vue de la construction du nomogramme du 
terme eomplementaire indique<‘ un peu plus bas. 
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figuration des conditions limites definissant les cas oil Fon doit 
recourir a Fun on a Fautre d’entre eux, aFin d’eviter toute hesitation 
dans leur emploi lorsqu’on se trouve dans un cas mixte (car, pour les 
cas simples, une telle hesitation ne saurait se produire). 

Pour la distinction du cas simple et du cas mixte dans chaque 
groupe, aucune difficulte. Si’ Fon se reporte, en effet, au n° 110, on 
voit que cette distinction tient seulement au signe de r. Done, selon 
que Findex coupe l’echelle ( g ) d un cote ou cle Fautre de son point 
cote o, on a affaire au cas simple ou au cas mixte, le cas mixte etanl 
caracterise par le ^ positif pour le groupe du remblai, le ; negatif 
pour celui du deblai. 

Quant a la distinction entre les deux groupes, elle tient au signe 
de ^ 68. Yoyons comment sont determinees les positions de Findex 

pour lesquelles 

,Z — \— l) 6 ZZZ O y 


et d’abord le cas du remblai. 

Les distances des points cotes ^ et 8 aux points cotes o sur leurs 
axes respectifs sont donnees par 


Ho — Jog ( a — z) — log a = log 


a 


I os 


c„ = 


log( t G ) -+- log t = — log ( i 


Lorsque « = — 68, on voit que 



« 0 =— c’o- 

Par suite, les positions limites de Findex passent toutes ^ 
de la droite joignant le point z = o au point t = o, e’est-a-dire par le 
point s = 6 (ce que Fon pouvait prevoir a priori ). On sera bien dans 
le cas du remblai si Findex passe au-dessus du point £ = 6 ; sinon, on 
doit se reporter au nomogram me du deblai. 

Dans le cas du deblai, on a de merne 

“» =l °s('+ f) = lo «( ,+ *Q’ 

p 3 =— iog^i— 

Pour les positions limites de Findex, correspondant a 6 8 = o. 
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on a done 

60 \ 

FI') 


on si, ce qui est pratiquement le cas, la quantile est asscz petite 
pour que son carre soit negligeable, 

b 0 

no _ _ bP_ __b_ 
e 0 0 b' 

7 

Done les positions limjtes passent iei tres sensiblement par le point 
divisant la distance du point z = o au point 0 = o dans le rapporl 
de b a b' . 

Ges deux points limites etant marques sur les nomograinmes cor- 
respondants, si Ton tire au-dessous de cliacun d’eux une parallele 
aux axes, dite bar re d’ arret , et si Ion joint cliacun d’eux au point 
z = o correspondant, par une ligne, en trails interrompus, dite du 
ter me complementaire, on voit que les conditions limitatives expri- 
mees par les inegalites du n° 110 reviennent a dire que : 

i° On doit se sen-dr da nomo gramme de gronpe, sur lequel la 
positioji de V index repondant aux donnees ne rencontre pas la 
barre d' arret; 

2 ° Si cette position de V index rencontre la ligne du ter me 
complementaire , dest que Von est dans an cas mixte et qae ce 
ter me complementaire doit inter venir . 

L’ensemble des nomogrammes ainsi constitues est represente sur la 
figure 1 36. 

B. — Resolution generate des triangles spueriques (*). 

113. Cas d considerer . — Si l’on designe, dans un triangle sphe- 
rique, les cotes par or, 6, c et les angles opposes par A, B, C, ces six 
elements etant exprimes en fractions (degres ou grades) de la cir- 



(*) Extrait de 0.59. 
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conference, les problemes concernant la resolution des triangles 
spheriques, tels qu’ils se presentent en Astronomie, Geodesie et 
Navigation, sont ordinairement renfermes dans l’enonce general que 
voici : 

Etant donne's trois des six elements a , b , c, A, B, C, trouver 
an seal des autres. nettement specific. 

11 convient de noter que, contrairement a ce qui se rencontre dans 
les traites classiques, cet enonce comporte la recherche d 'an seal des 
elements inconnus, et non des trois. 

Cette distinction est essentielle au point de vue de la solution par 
les methodes nomographiques. Ainsi qu’on le verra par la suite, 
l’enonce ci-dessus exige que I on dispose de trois nomogrammes 
distincts, tandis que, si l’on doit determiner non pas un seul des 
elements inconnus, mais les trois, dans un ordre, au reste, non 
impose d’avance, un seul nomogramme sufht. 

S’il ne s’agit d’obtenir qu’un seul des elements inconnus, comme 
cela a lieu dans maintes applications a F Astronomie, il convient de 
considerer la disposition du systeme de quatre elements, constitue 
par les trois elements donnes et celui qui est inconnu. 

Cette disposition pent etre l’une des trois suivantes : 

i° Deux couples d’elements contigus separes l’un de l’autre par 
deux elements non intervenants, tels que A, b et B, a. Une sem- 
blable disposition sera designee par le symbole (2, 2). 

2 ° Trois elements contigus et le quatrieme isole de ce groupe, par 
consequent oppose a celui des elements qui se trouve au milieu du 
groupe, par exemple />, A, c et a. Une telle disposition sera designee 
par le symbole ( 3 , 1 ). 

3° Quatre elements contigus comme C, a, B, c. Une telle disposi- 
tion sera designee par le symbole ( 4 ). 

A ces trois dispositions correspondent respectivement les formules 

(1) sin A sin b — sin a sin B, 

( 2 ) cosa = cost cosc -b sin b sine cos A, 

(3) cosa cos C = sin a cotc — sinBcotC, 

dans chacune desquelles Fun quelconque des quatre elements peut 
etre pris comme inconnue. Dans le cas ( 3 , 1 ), si l’element isole est 
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mi angle, au lieu d un cole comme cela a lieu pour la formule ( 2 ), 
il est necessaire d’appliquer la formule au triangle supplementaire en 
remplaeant or, />, c, A par — — A, tz — B, tz — C, tz a. 

II est aise de voir que, si I on se donne trois quelconques des six 
•elements d’un triangle, on pent toujours leur associer Fun des trois 
mitres, de faeon a obtenir une disposition ( 3 , 1 ). 1 ne fois ce premier 
element determine par Fapplication de la formule ( 2 ), on peril encore 
constituer une disposition ( 3 , 1 ) pour chacun des deux elements 
restants en l’associant convenablement a trois autres pris parmi ceux 
cjui sont cleja connus. II en resulte qu 'au moyen de la seule for- 
mule ( 2 ) on peut obtenir la resolution complete du triangle (*). 

Mais si, en vue de certaines applications a FAstronomie. on ne se 
propose de determiner directement qu tin seal des trois elements 
inconnus, sans avoir a passer par l’intermediaire d’aueun des autres, 
on doit n’ avoir recours qu’a la formule particuliere qui correspond a 
la disposition constitute par les trois elements donnes et Felement 
inconnu. Done, la resolution nomographique direcle, dans tons les 
cas possibles, exige trois nomogrammes coirespondanl atix trois 
formules fondamentales ci-dessus donnees. 

Avant de passer a la construction de ces l mis nomogrammes, il 
convient de faire une remarque speciale relative aux formules appli- 
cables au triangle rectangle. Supposons que deux des elements 
(autres que F angle droit) d’un tel triangle soient donnes. Four en 
deduire un troisieme, <1 on seul, nous n’avons qu a considerer la 
disposition formee par ces trois elements et Fangle droit, <1 a 
appliquer la formule appropriee a cette disposition dans le cas 
general. 

Par exemple, si nous voulons connaftre la relation entre F hypo- 
tenuse a, Fun des cotes b et Fangle compris C, nous reconnaissons 
que la disposition formee par ces trois elements et Fangle droit A est 
de celles designees ci-dessus par ( 4 ). Une permutation circulaire de 
la formule (3), qui s’applique a cette disposition, donne 


cos b cosC = sin b cot a — sinG cot A, 


(') Ainsi qu’on l’a \ 11 au n° 103, on pent aussi — moycrmanl rintroduction, cn 
certains cas, d’angles auxiliaires — effectuer cette resolution complete au moyen de 
3a grille trigonometrique. 
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qui, lorsqu’on tient compte de A = -, devient 


ou 


cost cos G = sin b cot a 
tang& = tang<r cosC, 


formule classique; et de meme pour les autres cas. 

II est ainsi demontre que les trois nomogram mes appropries aux 
formules(i), ( 2 ), (3) fournissent la solution complete de tousles 
problemes en question. II est vrai que d’autres formules, telles que 
les analogies de Neper, sont employees pour les calculs ordinaires ; 
leur raison d’etre est alors de permettre de recourir, dans tous les 
cas, a un calcul logarithmique ; mais une telle consideration n'inter- 
vient pas lorsque l’on fait usage des methodes nomographiques. 


114. Nomo gramme pour la disposition (2, 2). — Pour obtenir 
un nomogramme de la formule ( 1 ) adaptee a la disposition (2, 2), il 
suffit de l’ecrire sous la forme 

. . . sin a sin A 

/ I ) — • 

sin b sin B 


La construction du nomogramme rentre alors dans ce qui a ete 
dit au n° 95; on pent d’ailleurs l’etablir par la Geometrie la plus ele- 
mentaire. 

Si, sur deux axes paralleles A 0 u et B 0 e (<), on porte, d’une part, 
les segments A 0 A et A 0 a proportionnels a sinA et sin a, et, d’autre 
part, en sens contraire, B () B et B 0 & proportionnels a sinB et sin 6 , 
1’equation precedente exprime que les droites AB et ab coupent la 
droite A 0 B 0 au meme point P (fig. i3 7 ). 

Gela suggere l’idee de construire deuxechelles de sinus identiques, 
sur deux axes paralleles, avec les zeros en A 0 et B 0 et des gradua- 
tions de sens contraire, en vue de faire en sorte que ce point P tombe 
entre A 0 et B„. Les deux droites AB et ab coupent alors A 0 B 0 en 
un meme point P. 

Supposons, par exemple, que A, B, a soient donnes et b a trouver. 


(' ) Afin d’eviter toute confusion, en representant suivant l’usage par A et par B 
deux des angles du triangle spherique, nous designons ici respectivement par A 0 
et B 0 les origines des axes des u cl des v. 
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L’operation est la suivante : Les points dont les cotes sont A et B 
sur les deux echelles sont joints par une droite qui coupe A 0 B a 


Fig. i 3 7 . 



en un point P; la droite joignant ce point P au point cote a sur 
la premiere echelle coupe la seconde en un point dont la cote 
est b. 

Nous avons tenu a montrer comment la Geometrie elementaire 
permet d’exposer le principe de ce nomogramme, en raison de 1 ? ex- 
treme simplicity du precede; si l’on vent s’en tenir a la theorie gene- 
rale, il suffit de proceder coniine suit : 

Appelant 'C la commune valeur des deux rapports ci-dessus, on a 


et si l’on pose 


sin a — £ sin b , 


u — y, sine, v = 


sin b. 


il vient, pour F equation du point (£), 

a -+- vZ = o , 

et de nieme avec A et B. Or, cette derniere equation represente les 
points de l’axe A 0 B^> des origines; e’est done cet axe qui sert de char- 
niere. 
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Ho. Nomo gramme pour la disposition (3, 1) ('). — Mettons 
la formule qui convient a ce cas sous la forme 

(2) cosa — sin b sin c cos A = cos& cosc. 

Pour obtenir sa representation par un nomogramme a alignement, 
il suffit de poser, conformement a ce qui a ete vu au n° 101 pour les 
equations du type (E), 

( 4 ) u = ocosa, p = — 8 cos A 

en prenant pour .module, le demi-ecartement des axes A 0 u et B 0 e 
supposes ici perpendiculaires a A 0 B 0 . 

Ces equations definissent les graduations des axes A 0 u et B 0 e et 
donnent pour le reseau des points (6, c) Pequation 

( 5 ) u -t- p sin b sine = 8 cos b cosc. 

La symetrie de cette equation en b et c montre que les courbes (6) 
et les courbes (c) du reseau (6, c) sont les memes. Ce sont les 
courbes de cette famille uniejue qui, en se recoupant elles-memes, 
eniiendrent ce reseau. 

o 

Proposons-nous d abord de former l’equation des courbes du sys- 
teme obtenu par la variation de c. Nous avons a determiner le lieu 
du point d’equation (5) lorsque c y est regarde comme variable. 
L’equation en u et c de ce lieu resulte de l’elimination de ce para- 
metre c entre Pequation (5) et sa derivee prise par rapport a c, e’est 
a-dire 

(6) p sin6 cosc = — 8 cos# sine. 

Faisant la somme des equations (5) et (6), apres avoir multiplie, 
d une part, la premiere par sine et la seconde par cosc, et, d’autre 
part, la premiere par cosc et la seconde par sine, on a les equations 

«sinc= — psin&, u cosc = 8 cos 

qui, elevees au carre et additionnees, donnent 

(7) i/2 _ p2 sin 2 6 -h 8 2 cos 2 
qu’on peut ecrire 

(7') a 2 — 8 2 = sia26(p2— o 2 ). 


(■') Dunne pour la premiere fois dans 0 . 12 . 
d’ocac.ne 


22 
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Sons la forme (7), l’equation montre que les courbes ( b ) sont des 
ellipses dont un axe est dirige suivant la droite A 0 B 0 joignant 
les origines des axes A et B 0 e (*). Sous la forme (7'), Fequation 
fait apparaitre que ces ellipses appariiennent d un faisceau 
tangentiel comprenant les coniques degenerees u - — 0- — o, 
v' 2 — o 2 = o qui consistent chcicune en un couple de points reels 
(u=±6' ) 0 — ± 8 ). 

En d’ autres termes, les ellipses (6) sont toutes inscrites dans le 
quadrilatere forme par les quatre droites joignant chacun des 
points u = zL 8 d chacun des points v — zt 0. 

Si, coniine c’est le cas sur la figure i 38 ( 2 ), nous prenons conime 
module de chacune des echelles des cosinus la moitie de la distance 
entre les axes A 0 u et B 0 e, ces axes etant perpendiculaires a A 0 B 0 , 
les points u = dz 0, v = ± 0 forment un carre dont deux des cotes 
sont paralleles a A 0 B 0 . Ces deux cotes et les deux diagonales du 
carre constituent les quatre tan gen les communes a toutes les 
ellipses (6). 

Pour le trace de ces ellipses, point par point, nous aurons recours 
aux coordonnees cartesiennes rapportees coume d’habitude aux 
axes Ox et O y pour lesquels Forigine O est le milieu A 0 B 0 , le sens 
positif de Ox con fond u avec O'B 0 , 1 ’axe Oy parallele aux axes A ,> u 
et B^e et de me me sens. 

Avec ces axes, les coordonnees du point (6, c) sont 

/(1 , . r — sin b sine 0 cos b cos c 

(h) X = — 0 T - T , y = 7 T 

i H- sirt6 sine i + sinosinc 


Notons, que, si b et c sont compris entre O et tz, 

0 <7 X <C o 

et qne 

0 < C/< ^ o u — 0 <. y <C o 

suivant que b et c sont tous deux du meme cote ou de cotes diffe- 
rents par rapport a - • 


( 1 ) Voir, pour unc thcorie complete des coniques cn <*oordonnees paralleles, noti < L 
brochure : Coordonnees paralleles et axiales , Chap. IV (Paris, Gauthier-Villajs ; 
. 885 ). 

( 2 ) II convient de remarquer que les graduations do ceUe ligurc supposent ici le 
sens positif de A 0 m et B 0 r, par suite aussi de Oy, pins de haul en lias. 
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Cette demiere remarque est importante en ce qu’eile donne le 
moyen d’eviter toute ambiguite dafis la cotrespondanee entre les 



couples de valeurs de b et c et les points du reseau (/>, c). L’equa- 
tion (7) montre que Fellipse ( b ) on (c) est la raeme pour deux 
valeurs supplementaires de Fangle correspondant; en outre, les 
ellipses ( b ) et .(c) ont deux points commons symetriques par rapport 
a Ox dans la partie utilisee du reseau; mais la remarque ci-dessus eta- 
blit clairement que l’on doit prendre le point dordoilnee positive on 
negative suivant que b et c sont du meme cote 011 cfe cotes diffe rents 

' , T. 

par rapport a - • 

Supposons maintenant que b et c soie'fit eg-lux on supplementaires. 
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de telle sorte que les ellipses correspondantes coincident. Par pas- 
sage a la limite, on voit que l’on doit prendre pour point (ft, c) sur 
le nomogramme celui des points de contact de F ellipse unique avec 
les tangentes communes issues de O, qui a une ordonnee soil 
positive, soit negative. Dans chaque cas, en vertu de ce qui precede, il 
n’y.a pas la moindre hesitation a avoir dans le choix de ce point (ft, c), 
non plus que dans la determination de la valeur d’un de ces angles 
lorsqu’un tel point et la valeur de Fautre angle sont connus. 

L’equation cartesienne de F ellipse (ft), dont (7) fait connaitre 
Fequation en coordonnees paralleles, est facile a former. Des equa- 
tions (8) on tire sans difficulty 

O -}- X * 9. Y 

sin ft sine =- , cos ft cos c — -r— 1 - — ; 

0 — X 0 — X 


d’oii, par elimination de c, 

(jjj-xy 

sin - b 
on 


cos 2 c 




(9) (0 h- x)- cos 2 ft -+- 4 JK 2 sin 2 ft = (8 — xy sin 2 ft cos 2 ft. 

De eette equation, on deduit immediatement que, pour x — — 0. 
on a y — dzocosft, e’est-a-dire que l’ellipse (ft) coupe l’echelle (a) 
portee sur A 0 u aux points cotes ft et tz — ft. 

11 convient aussi de remarquer que si, dans (7), on fait e = o, 
on a a — dz 0 cos ft, ce qui signifie que les droites joignant les points 
cotes ft et tz — ft de l’echelle ( a ) au point B 0 sont tangentes a 
l ellipse (ft) en ces points. 

Au mojen soit des formules (8), soit de Fequation (9), nous pou- 
vons construire les ellipses (ft) [avec lesquelles, ainsi que nous 
Favons precedemment observe, coincident les ellipses (c) ] par les 
procedes ordinaires.de la Geometrie analjtique. Mais un mode de 
construction plus simple et plus expeditif est fourni par la conside- 
ration de Fequation (2). En fait, d’apres ce que nous avons vu, cette 
equation exprime Falignement des points (a) de A 0 «, (A) de B„r 
et (ft, c). Deux tels alignements obtenus pour (ft, c ) par le calcul de 
deux couples simples de valeurs de a et A determinent la position de 
ce point (ft, c). 

Or, la formule (2) monlre que, po\ir A = o, nous avons a — b — c, 
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et, pour A = t:, a = b c,. Ces deux couples de valeurs de a et A 
determinent des droites dont le point d’intersection coincide avec. lc 
point (&, c). 

De la, la construction suivante du systeme des ellipses ( b ) ou (c) : 
Les axes A 0 u et B 0 u portant les echelles ( a ) et (A) definies par 
les Jormules (4)? on joint chacun des points A = o et A = a tons 
les points de Veche lie ( a ) et Von obtient ainsi deux faisceaux de 
droites dont les mutuelles intersections se trouvent sur les 
ellipses ( b ). Pour que deux droites de ces faisceaux se coupent 
en un point de V ellipse {b) } il est necessaire et sufjisant que la 
somme ou la difference des angles correspondant a ces deux 
droites soit egctle d ib. 

C’est par ce moyen qu’a ete construit le nomogramme de la 
figure 1 38. Son mode d’emploi resulte dans tons les cas de Penonce 
suivant : 

Le point (6, c) etant celui des points d’intersection des 
ellipses .(b) et (c) qui est d’ ordonnee positive ou negative suivant 

que b et c sont ou non du meme cote pat' rapport ci , les points 
cotes (a), (A) et ( b , c) sont en ligne droite. 

116. Nomogramme pour la disposition (4). — Ecrivons la 
formule (3) relative a cette disposition sous la forme 

(з) cotcsina — cotC sin B = cosa cosB 

et posons, en prenant encore un module egal 3, 

(io) ii = ocotc, v— — ocotC. 

Ces fo rmules definissent les echelles portees sur les axes A 0 u 
et B 0 r et donnent pour le reseau de points («, B) l’equation 

(и) u sin a p sinB = o cosa cos B. 

Pour avoir l’equation en u et v de la courbe (a) resultant de la 
variation de B, il faut eliminer B entre cette equation et sa derivee 
prise par rapport a B, c’est-a-dire 

(ri) pcosB= — ocosasinB. 

Si l’on fait la somme de ces equations apres les avoir multiplies 
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lespectivement d’abord par cosB et — -sinR, puis par sinB et cosB, 
on obtient 

a sin a cos P» = 8 cosa, u sin« sinB =— v, 

equations qui, elevees au carrtf et additionnges, donnent l’equation 
cherchee 

((3) m 2 sin 2 « = r 2 -i-8 2 cos 2 a 

ou 

(if) (iC 1 ~ o-) sin 2 « = e 2 -b 8 2 . 

Sous la forme (12), i'equation monlre (jue les courbes (a) sont 
des hyperboles dont up des axes est sitae sur A 0 Bo 7 et, d’apres la 
forme (i 3 ), il est evident que ces hyperboles forment un faisceau 
tangentiel comprenant les cojiiques degenerees a 2 -f- o 2 = o, 
■+“ o 2 — o, qui consistent chacune en an couple de points imagi- 
naires ( a = zb 01 et r — - ± oi). 

En d’autres termes, les hyperboles (a) sont toutes inscrites dans 
le quadmlatere forme par les qua! re droites joignant chacun des 
/joints a — dz 01 d chacnn des points e — dz of. 

Ear rapport aux axes cartesians que nous associons de facon per- 
manente aux axes paralleles \ 0 n el B 0 e, ces droites ont pour equa- 
tions 

y 5=5 <5 i, y == ± ix. 

Les dernieres sont les droites isotropes issues de l’origine O, ce 
qui prouve que V origine O est an foyer commun d toutes les 
hyperboles du faisceau ( 1 ) . 

Si nous permutons a avec B, et a avec r, cela ne change nen a 
i’equation (1 1), de sorte que nous avons immediatement pourl’equa- 
tion des courbes (B) 

qui delinit un faisceau d’hjperboles, algebriquement identique an 
precedent. Seulenient, les hyperboles (af qui ont un foyer commun 
en O, ont leur concavite tournee du cote de A 0 ? tandis que les 


( J ) II csl a Holer que crs hy jx-rbulcs n’onl en commun ([ii’an soul foyer, ot non 
rloux, c’csl-a-diro soul oonfocalos ol non liomofocalos, altondu quo les <loux autros colos 
(In quadrilalerc dans loquol olios sont inscrilos sont dos parallelos ima^inairos a Ox 
ot non dos droit os isol ropes. 
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hyperboles (B), qui ont aussi un foyer commun en O, ont leur con- 
cavite tournee du cote B 0 . Ces deux faisceaux (a) et (B) sont syme- 
triques l’un de l’autre par rapport a Or {fig- 1 3g ) (•). 


Fig. i 39. 



Comme dans le cas precedent, nous allons passer aux coordonnees 
cartesiennes, par rapport aux memes axes que ci-dessus, en vue de 
la construction des hyperboles point par point. 

Les coordonnees du point («, B) sont 


(i5) 


x — 




sinB — sin a 
sin B -t- sina 


r = 


0 cos« cosB 
• 

sin a -+- sin B 


(*) Ce nomogramme a ete effectivcment construit cn vue de son application parti- 
culiere a la determination de l'azimut, pour le point a la mcr, par M. le lieutenant 
de vaisseau (depuis lors, capitaine de fregate) Perret {Association francaise pour 
V Avancement des Sciences. Congres de Cherbourg , 1900). 


CHAPITRE V. 


Q ' / 


Notons quo si A et B sont compris entreo et tt, nous avons toujours 


et que 




r o 


y > o ou y< o, 


suivant que a et B sont ou non du meme cote par rapport a Cela 

donne le moyen de faire disparaitre toute ambiguite dans la deter- 
mination, sur la partie utile du nomogramme, du point correspon- 
dent a un couple de valeurs donnees de a et B. 

Pour avoir l’equation cartesienne des hyperboles (a), nous iv avons 
qu a tirer de (i 5 ) 

... O -v :r . xy 

sin B = ^ sum, cos B — - — 1 — tan^u, 

0 — X 0 — X 


et nous obtenons ainsi 


(o -+- 07 ) 2 sin 2 « 4 y- tang 2 a = (o — x )* 1 

OU 

( 1 6) ( o — x ) 2 cos 2 a — 4y 2 sin 2 a = ( o .r) 2 sin 2 a cos 2 a. 

Grace a la remarque precedents concernant la permutation des 
axes A 0 u et B 0 e dont les equations cartesiennes sont respectivcment 
X -f- o = o et x — o = o, nous deduisons immediatement de la liqua- 
tion des hyperboles (B) : 

(17) (8 + x ) 2 cos 2 B — 4y 2 sin 2 B = (0 — 07) 2 sin 2 B cos 9 B. 


De la comparaison de ces equations (i(j) et (17) avec l’equation (q) 
il ressort immediatement que les deux faisceaux d’ellipses et d’hyper- 
boles, ci-dessus rencontres, se deduisent Pun de l’autre an moyen de 
la transformation homographique 


X = qz x, 


y = y>, 


qui fait eorrespondre aux droites issues de l’origine et inclinees a 45 ° 
sur A 0 B 0 les droites isotropes semblablement issues de O. 

Pour x — — 0, l’equation (16) donne y — dz 0 cot a, ce qui montre 
que l’hyperbole (a) rencontre l’axe A 0 u aux points cotes a et re — a 
de l echelle (c). De meme, si l’on fait x — 0 dans l’equation (17), on 
voit que l’hyperbole (B) coupe l’axe B„e aux points cotes B et y d<* 
lichelle ( c). 
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D’ailleurs, si l’on fait v = o dans Inequation (i3), ou u = o dans 
1 equation ( i \ ) , on constate que les tangentes aux hyperboles (a) 
en leurs points d’intersection avec A 0 u passent par B 0 , et que les 
tangentes aux hyperboles (B) en leurs points d’intersection avec B 0 c 
passent par A 0 . 

Contrairement a ce qui avait lieu pour le precedent nomogramme, 
dont la partie utile (lorsque les variables restent comprises entre o 
et tz) est enfermee dans une aire limitee, ce nouveau nomogramme, 
pour les memes limites attributes aux variables, s’etend de — oo 
a go dans la direction de O y. Pratiquement, done, il n’est possible 
de construire qu’une partie restreinte de ce nomogramme. Pour 
atteindre des valeurs des variables en dehors de ce domaine, il est 
necessaire de recourir a certames transformations homologiques qui 
seront etudiees a part dans une Note additionnelle (n° 118). 

117. Nomo grammes par tic alter s . — Dans certaines applications, 

I on des quatre elements intervenant dans run ou l’autre des nomo- 
grammes precedents peut etre regarde cornme constant, et il devient 
avantageux, en un tel cas, de construire un nomogramme particulier 
a trois variables se deduisant d’un de ceux-ci par fixation, sur l'un 
des quatre systemes cotes, d’un element unique correspondant a la 
valeur constante donnee. 

Supposons, par exemple, que le probleme consiste a representer 
la relation entre les trois cotes a, />, c d’un triangle spherique rec- 
tangle en A. La relation en question, qui pent se deduire de ( 2 ) 
lorsqu’on y fait A = -, est 
( 18 ) cost* = cos b cos c. 

Le nomogramme correspondant est celui de la figure 1 38 sur lequcl 
on supprime la graduation (A) de l’axe B 0 e, tons les alignements 
etant alors pris sur Le point B 0 . 

Une telle solution presente l’interet theorique d’etre contenue 
dans le cas general. Mais il est clair qu’on peut lui substituer une 
solution beaucoup plus simple qui s’ofifre inimediatement a l’esprit. 
Posant 

u = u cos a, v — — ,u cos 
on a, pour c, l’echelle 

portec sur Faxe A 0 B 0 . 


u -t- v cos c = o 
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Les eelielles ( a ) et (b) sont obtenues par remplacement, sur la 
figure 1 3 7, des angles inscrils le long de A 0 w et de B 0 epar leurs 
complements, et Pechelic (c) n’est autre que la projection de (a) 
sur A 0 B 0 a partir du point b = o, puiscpie, pour cette valeur de b 1 la 
formule (18) donne a — c. 

Pour prendre un autre exemple, proposons-nous de representer 
la relation entre Tangle boraire dl, la declinaison ® et la distance 
zenithale z d’un astre quelconque pour une latitude constante <p. 
Cette relation est fournie par la formule (2) ou Ton fait 

TT 7Z 

a = z, b — ©, c = — — <30, A = M. 

2 2 

Ici, est suppose constant. II est des lors suffisant de marquer sur 
Tellipse (b), correspondant a cette valeur de ©, les points repondant 
aux diverses valeurs de (0, c’est-a-dire les points ou les di verses 
ellipses (c) rencontrent cette ellipse (b) {fig. i4°)- 

D’ailleurs, M variant de o° a 180° tandis que z varie seulement 
de o° a 90°, on peut prendre pour cette echelle un module double de 
< elui de la premiere, de faeon a donner a ces eelielles des longueurs 
egales. Cela revient a elfectuer une certaine transformation homo- 
grapbique sur la partie qui vient d’etre particularised du nomo- 
granime general de la disposition (3, 1). 

Mais il n’est pas sans inleret d’indiquer une construction directe 
simple de ce nomogramme particulier ( 1 ). 

Si Ton pose, pour simplifier Tecriture, 

h — sin ©, k — cos©, 

o etant la latitude constante consideree, on voit que la formule (2) 
devient ici 

(19) cos z = h sin ® -f- k cos® cosiH. 

Posons 

( 20 ) u = — jjl cos AI, v — 2 [x cos z ; 

cela donne pour les points (®) l’equation 
( •>, 1 ) 2/1 cos® m -h v = 2 jjl h sin ® , 


(’) Donnee dans 0.38. 
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equivalente a 

^ i — %k cos (D 2[J h sin (D 

1 + 2 A' cos® J 1 H- '1 k COS Oc) 

Ayant, avec une valeur quelconque de u., porte surB 0 e l’echelle («), 
on a, d’apres les equations (20), Fechelle M en projetant la premiere 

Fig. i4o. 



sur A 0 a a partir d’un centre de projection C 0 situ 6 an tiers de A 0 F>„ 
a partir de A 0 ( 1 ). 


(*) Sue la figure t 4<>, A ( , coincide avec le point -H — 6 4 , el B„ avec le point 
z = 9 °°* 
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Pour l’echelle ((£>), l’expression dex montre que la projection de cctte 
*echelle faite sur A 0 B 0 parallelement a Oy, c’est-a-dire aux axes A 0 ^ 
et B 0 e, est l’echelle (('£)) t projective de celle de (.s), et comrae les 
points ()o° de ces deux echelles coincident avec B 0 , on voit qu’elles 
sont effectivement projectives l’une de l’autre (n° 7 ) a partir d’un 
centre C, obtenu par la rencontre des droites joignant deux couples 
de points de meme cote, par exemple o° et (>o°, puisque les points o° 
et 6o° de l’echelle (cD), sont immediatement donnes par lenrs abs- 
cisses 


x — o 


i — 9. k 

i 2 k 1 


y 


k 


— o 


i - 4 - k 


D’ autre part, Inequation (21) oil l’on fait a = o donnant 

= 2 1 x h sin D, 

on voit que la projection (( 0 ) 2 de l’echelle ((.0) faite a partir de A 0 
sur O y est delrnie par 

y — jj ih sin (0, 

que l’on peut ccrire 

y — 2 ;j. — cos ( 90° — CD ). 

i ‘2 

Cette dernicre formule, rapprochee de la seconde equation (20), 
montre que l’echelle (CD) 2 se confond avec la projection de Feclielle (z) 
faite sur O y a partir d un centre C 2 situc sur A 0 B 0 et tel que 

C s O _ h 
C 2 B “ 2 ’ 

point dont l’abscisse est donnee par 

> h 

X — — 0 y 

2 It 


a la condition de remplacer les cotes par leurs complements it 90°. 

Finalement, on voit qu’une fois l’echelle cosinusoidale (z) portcc 
sur B 0 c, la construction du nomogramme se reduit a ce qui suit, les 
centres de projection C 0 , C,, C 2 etant ceux ci-dessus definis : 

i° Projeter l’echelle (z) sur A 0 a a partir de C„ et prolonger 
l’echelle (.B) ainsi obtenu e jusqu’a 180° en prenant la partie de 90° 
ii 180 0 sjmetrique de celle de <>° a 90° (pour des cotes supplemen- 
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taires), puis graduer cette echelle en heures (de o h a i 2 h ) au lieu de 
degres (de o° a i8o°); 

2 ° Projeter Fechelle ■-{:•) sur A 0 B 0 a partir de C,, ce qui donne 
Fechelle ( CD ) f ; 

3° Projeter Fechelle ( 3 ) sur Oy a partir de C 2 , en remplacant les 
coles par leurs complements, ce qui donne Fechelle ((D) 2 ; 

4° Prendre les points de rencontre des rayons de meme cote du 
faisceau projetant ((D), parallelement a O y et du faisceau proje- 
tant ((D) 2 a partir de A 0 ; on a ainsi Fechelle (CD). 

C’est ainsi qua ete constru.it, pour l’Observatoire de Paris, en vue 
de la preparation des observations a Fequatorial, le nomogramme 
dont la figure i4o est une reduction. On avait la 

o — 4 o° 5 o' 1 1". 

118 . Note cidditionnelle sur les alignements brises. — Considerons un 
nomogramme dont la partie utile est limitee par les axes A u ct Bp, mais qui 
s’etend entre ces axes depuis — 00 jusqu”a -+-00. Divisons ce nomogramme en 
trois, la partie moyenne etant construite directement au moyen des equations 
de disjunction, et d/ailleurs limitee a deux axes A' et A" paralleles a l’axe AB 
des origines, et transformons homologiquement la partie situee au-dessus de 
Faxe A' et s’etendant jusqu’a l’infini, en prenant A' comme axe de l’homologie, 
Forigine O comme pole et le point F de l’axe O y comme correspondant du 
point a rinfini sur cet axe. 

Pour construire les eclielles sur cette partie transformee, nous allons 
cliercher les coordonnees (x\ y') du point M' correspondant au point M de 
eoordonnees (x, y) de la figure primitive. Appelant l et h les distances res- 
pectives du point V a Forigine O et a l’axe A', nous trouvons facilement pour 
ces expressions 

, lx ly 

x — , y — - - ■ • 

De la meme facon transformons la partie situee en dessous de A", en nous 
donnant le point I" correspondant du point a Finfini sur Oy. 

II reste a faire voir comment se construit Falignement brise lorsqu’on passe 
de la partie inalteree a la partie transformee du nomogramme. 

Bemarquons tout d’abord que Falignement determine par des points pris 
sur deux des eclielles (_ points deter minatifs) doit couper la troisieme echelle 
(oul’iine des lignes du troisieme reseau) en un point qui fait connaitre la 
valeur de l’inconnue (point solutif). 

De la, trois cas a examiner selon que les points determinatifs appartiennent 
a la meine partie du nomogramme (f), ou a deux parties contigues (II), ou a, 
deux parties non contigues (III). 
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Cas I. — L’alignement est immediatement determine s' or une des parties 
du nomograrnme par les deux points determinatifs et le probleme se borne a 
obtenir ce que devient l’alignement apres la sorte de refraction qu’il subit 
dans la partie contigue contenant le point solutif. Ce probleme fevient tout 
siniplement a celui bien connu qui consiste a trouver la droite correspondent 
a une droite donnee en vertu de I’bomologie ci-dessus definie, La droite 
primitive et sa transformer se con pent, en mi point Mo de I’axe d’bonm- 
logie A' (Jig. 1 4 1 )• En outre, si M et M' sont deux points correspondants 

* fig. 1 4 r. 



sur ces droites, M appartenant a la figure primitive et M' a sa transformer, 
la droite OM et la droite I'm joignant le point V a la projection orthogo- 
nale m de M sur A' se coupent en M\ 

Mais il est plus simple de tracer une fois pour toutes une paire de droites 
correspondantes S et 8 ' paralleles a A', qui donnent immediatement une paire 
de points correspondants M et M', alignes sur O, sur les deux parties de 
l’alignement brise. 

Avec cette construction, le mode de passage d'une region a I’autre resuite 
de l’enonce suivanl r les deux parties de V alignement brise se rencontrent 
en un point de A' et coupent & et 3 ' en des points qui sont alignes sur O. 

Cas II. — Les points determinatifs sont un point M sur la premiere partie 
da nomograrnme et un point N sur la seconde. En vue de construirc I’afigne- 
ment brise MM® N' (fig. 142), nous avows a mener la droite MM 0 joignant le 
point M au point N qui correspond a N' stir la premiere partie de la figure. 
Si la droite I'N' coupe A' en n, le point N est a l’intersection de ON' et de la 
perpe n die u la ire elevee en ti a A'. 

Considerons la figure homothetique a celle qui est formic pat Ces deux 
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lignes, le centre de similitude etant en M et la droite OP etant prise comme 
correspondante de n N. Pour avoir la droite O t Ni correspondant a ON', nous 
n’avons qu’a prendre 1c point d’intersection O t de MO et de la parallele /^Oj 



a On et a mener la parallele O 1 N 1 a ON'. Dans ces conditions, la droite MNj 
prolongee passerait par N; elle fournit done la premiere partie de l’aligne— 
ment brise dont la seconde est donnee par M e N'. 

Cas III. — Les points determinatifs N' et P" appartiennent a deux parties 
non contigues obtenues par transformation homologique de la figure primi- 
tive. La partie moyenne est inalteree et les parties transformees sont l’une 
au-dessus de A', l’autre au-dessous de A" (fig. i43). 

P et I" etant, pour ces deux parties, les points correspondant au point a 
l’infini sur Oy, on trace I'N' et I"P qui coupent A' et A" respectivement en n 
et p. Les droites menees par n et p paralfelement a Oy coupent ON' et OP" 
aux points N et P qui deterrmnewt Palignement non brise. Le probleme con- 
sists a obtenir la portion Mg de cet aligncment compris entre les axes A' 
et A" et quo coin pie tent les droites N' et M"P" pour constituer l’aiignement 
doublement brise P"M" N' tf . 

Pour avoir la droite M' 0 Mq , il suffit de tracer une figure homothetique par 
rapport au point O pris comme Centre de similitude. Prenons les points n { 
et pi divisant les segments 0 n et Op dans le memo rapport, tels, par conse- 
quent, que les droites np et rt\pi (non tracees) soient paralleles. Menons 
ensuite par ces points des paralleles a Oy, qui coupent ON r et OP" en N t 
et'Pj respectivement. L’aiignement cfterche est l’homologue de la droite Nj Pj. 
II est done parallele a N t Pi et se trouve entierement determine lorsqu’on a 
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obtenu riiomologue d’un point quelconque de N|Pi, par exemple de celui II, 



situe sur Oy, qui est le point H a [’intersection de OH! et de la parallele 
a fiilii menee par n. 


C. — Preparation du tir de l’artillerie. 

r 

\ 19. Elements initiaux du tir et corrections. — La position 
relative du point de depart A et du point d’arrivee B d un projectile 
est definie par la distance horizontale D qui separe les points A et B 
et leur difference d altitude Z (positive ou negative, le niveau d ori- 
gine etant celui de A), donneeslues sur la carte d’ou se deduit V ang le 
de site e, inclinaison de la droite AB sur l’horizon donnee par 


tang£ = U 


Pour atteindre Pohjectif B au mojen d’un projectile donne, tire 
de A avec une charge donnee, il faut determiner V angle initial de 
tir sous lequel i’axe de la jiiece doit etre fixe en A sur 1’horizon. 





UR PRESENTATION PAR POINTS ALIGNES. CAS DE PLUS DE TROIS ' VARIABLES. 353 

Lorsque l’angle de site est nul et que l’atmosphere remplit certaines 
conditions particulieres (poids du metre cube d’air egal a 1208 s ; vent 
nul), des tables speciales font conaitre cet angle initial dit alors angle 
tabulaire. 

Mais les variations du poids du metre cube d’air (avec la tempera- 
ture et la pression almospherique) et Faction du vent (dont on deter- 
mine les composantes longitudinale et transversale de la vitesse, l’une 
dans la direction du tir, 1’ autre normale a cette direction) entrainent 
une modification de cet angle qui devient alors 1 'angle tabulaire 
corrige. 

D’autre part, la composante transversale du vent ecartant le pro- 
jectile du plan vertical dans lequel il a ete tire, il j a lieu, pour 
qu’ainsi devie ce projectile atteigne neanmoins l’objectif B vise, qu’il 
soit lance au depart en A dans un plan vertical faisant avec celui qui 
passe par AB un certain angle qu’on appelle la derive. 

Corrections atmospheriques de l’angle tabulaire et derive sont 
donnees par des tables empiriques dressees par les commissions 
d’experiences de l’artillerie. 

Enlin l’angle tabulaire corrige a, qui, on vient de le voir, ne 
s applique qu’au cas d’un tir dit horizontal (lorsque la droite AB 
est horizontale) doit, lorsque le tir est incline, etre modifie, suivant 
la valeur de l’angle de site s, pour fournir l’angle initial de tir effec- 
tif o, inclinaison de l’axe de la piece sur l’horizon, ces trois angles 
etant lies par l’equation 

(2) (1 - 4 - cos 2 o) tangs = sin 2 co — sin 2a. 

Au point de vue nomographique, on voit des lors quels sont les 
problemes a resoudre : 

i° Representer l’equation (1) de l’angle de site; 

2 0 Determiner le poids du metre cube d’air pour la temperature et 
la pression atmospberique observees ; 

3 ° Obtenir nomographiquement la correction de l’angle tabulaire 
en fonction de la portee, du poids du metre cube d’air et de la compo- 
sante longitudinale de la vitesse du vent; 

4 ° Et de meme pour la derive en fonction de la portee et de la 
composante transversale de la vitesse du vent; 

5 ° Representer l’equation (2) qui fait connaitre l’angle initial de 
tir effectif. 


D’cfiCAGNE 


23 
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Ces divers problemes ont, avec beaucoup d’autres, ete traites a la 
Section de Nomographie de V Armee que nous avons eu, an cours 
de la guerre, la charge d’organiscr et de diriger. Nous allons en 
resumer ici les solutions (*). 

120. Angle de site. 
cedent 

dans laquelle Z represente la difference d’altitude D la portee, 
exprimees l’une et 1’ autre en metres. On peut les representer en 
posant 

u — — jjtj Z, v — ;jl 2 D, 

echelles metriqiies portees sur A u et Be, ce qui donne, pour Z, 
Pechelle definie sur AB, entre les origines A et B, par 

u -+- ;jL t tangs, v = o 

ou, avec les axes cartesiens lies a Aw et Be, 

[i.i tangs — a 2 

x = 0 • 

[M tangs h- [j-2 

Pour construire cette echelle par projection d’une echelle des 
tangentes, il suffit d’en marquer trois points (n° 7); par exemple, 
pour s = o, on a 

x = — 8 (origine A); 


Reprenons requation (i) du numero pre- 


Z 

tangs = 


( x ) Extraites de 0.60. 

Nous sornmes heureux de pouvoir ici rendre horn mage an precieux concours que 
nous ont apporte les jeunes officiers appeles successivement a collaborer aux tra- 
vaux de la S. N. : l’enseigne de vaisseau Goybet, les capitaines Michel, de I’artillerie, 
et Desquaires, de l’infanterie, les lieutenants d’aitilleiie de Branges de Boureia, 
de Gaillard de Lavaldene, Noel, Aubert, Giraudet de Boudemange. 

G’est d’ailleurs 1’enseigne (depuis lors lieutenant de vaisseau) Goybet qui nous a 
apporte l’idee de construire les nomogranunes des corrections atmospheriques (n° 122) 
et qui a, sous notre direction, execute les premiers d'entre eux. 

Les tables ici deerites, ainsi que d’autres interessant aussi le tir de l’artillerie 
( determination des composantes de la vitesse du vent; corrections dues aux varia- 
tions de vitesse initiale et de poids du projectile, etc.), ont ete reunies dans des 
albums relatifs & chacun des calibres usuels de 1’artillcrie qui ont, pendant les deux 
dernieres annees de la guerre, ete repandus sur le front a plusieurs milliers 
d’exemplaires. 
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90 , on a 


IM 


x = 0 ( origine B ) ; 


pour tangs = ~ » on a 


x = o (origine O, milieu de AB). 

Si Ton fait varier Z de o m a 200-™ (par metre) et D de o m a 12000 
(par ioo ni ), on obtient une bonne disposition en prenant 


in 


ce qui donne, pour la cote du point confondu avec (), 

£ = o°3 4' 20". 


G’est ainsi qu’a ete construit, avec jjl 4 — o* nm , 9b, le nomogramme 
insere dans les tables graphiques de tir, dont la (igure 1 44 est uni 
reduction. 


1321 . Poicls du metre cube d’air. — Si h est la pression almo- 
spbcrique (en millimetres), t la temperature (en degres centigrades), 
le poids A du metre cube d’air est exprime (en grammes) par la for- 
mule 

, I9.q3 h , , 

A ~ — — — (ou a = o, oo3 60 ). 

760(1 -f-an v ' 

Pour representer cette formule, on posera 

11 — (jii/i, v — A (echelles metriques); 

d’ou, pour t , l’ecbelle 

1 293 u — 7600 ( i -f- a t ) fj-i v = o 

portee sur l’axe AB des origines, mais en dehors de l’intervalle des 
origines [en vue de placer l’echelle (A) entre les echelles des don- 
nees], et projective de l’echelle metrique ( t ). Mais ici une particu- 
larite se presente, sur laquelle il j a lieu de fixer l’attention. 

h etant suppose varier de 680 a 800, par millimetre, A de 1000 
a 1 3 p 8 , par gramme, on est amene, pour donner aux portions utiles 
de ces deux echelles des longueurs sensiblement equivalentes, a 
prendre 

|x,= o,3p 1? 


V. V 
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ce qui transforme Pequation de l’echelle (A) en 

3879 u — 7600 ( 1 -4- « t ) v = o. 

Mais les origines A et B sont alors rejetees loin en dehors des 
limites clu nomogramme, et il convient de recourir a la construction 
resultant de la formule (2 bis ) du n° 58. 

On trouve, par exemple, au mojen de la formule a representer, 
que pour t = 4o° et A = 1 8 1 5 8 , on a 

h = 683"‘ m , 8. 

Si done on joint par une droite les points (A = ioi5) 011 B 0 , 
et (h = 683, 8) ou A 0 , lus sur les echelles (A) et ( h ) d’abord cons- 
truites, le point (£ = 4o°) se trouvera sur cette droite A 0 B 0 , et son 
abscisse rapportee au milieu O 0 de A 0 B 0 sera donnee, en vertu de la 
premiere formule (2 bis ) du n° 58, si l’on pose, comme a cet 
endroit, O 0 B 0 = 8 0 , par 

x i= 2,600 

Cela definit entierement le point (t= io°). 

De meme, pour t = o° et A = i32o g , on a 

h ~ 775 mm , 8 et a?=3,o8o 0? 

ce qui permet de marquer le point (t = o°). 

Sur la droite qui joint les deux points ainsi obtenus, on peut 
encore marquer le point (t = 20 °) en remarquant que, pour t= 20 ° 
et A = 1 1 58 8 , on a 

h = 7-2 5" ,m ,4. 

Ajant les trois points o°, 20 ° et 4o° de Techelle (t), on n’a plus 
qu’a construire cette echelle comme projective d’une echelle 
metrique*( 1 ). Ainsi a ete obtenu le nomogramme qui se trouve, en 
reduction, sur la partie de gauche de la figure 1 45, et qui fournit, 
sur les nomogrammes des corrections atmospheriques, inseres dans 
les tables graphiques de tir, l’axe A servant pour Pune des entrees du 
second alignement ( 2 ). 


(') II va sans dire que si, avec le centre de projection d’abord clioisi, les proje- 
tantes rencontrent le support, dans une de ses parties, sous un angle Irop petit, on 
n’a qu’a passer, pour cette partie, a un autre centre de projection (et, par suite, 
aussi, a une autre position de I’eclielle projetee). 

( 2 ) Par suite de la disposition adoptee pour les echelles de ce nomogramme, il est 
a remarquer que le sens positif de A u et Be v a ete piis de haul en bas. 
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122. Angle tabula/ re corrige et derive. — Pour un projectile 
donne, des tables empiriques font connaitre, pour chaque portee, la 
variation de cette portee due a la fois a des valeurs donnees du poids A 
du metre cube d’air el de la composante longitudinale V de la vitesse 
du vent. Ces deux variables etant prises coniine abscisse et ordonnee 
cartesiennes, si I on inscrit en chaque point correspondant du plan 
la valeur de la variation p de la portee P, donnee par les tables empi- 
riques, et que i on traite Fensemble des points cotes ainsi obtenus 
coniine ceux de la surface du sol, sur un plan topographique, en vue 
de tracer les lignes de niveau, on remarque que, pour une valeur 
donnee de P, ces lignes de meme cote p apparaissent comme des 
droites paralleles. 

II suit de la que la relation qui lie la variation de portee a A et V 
est representable par un abaque a paralleles (n° 24) et peut, par 
suite, se traduirc, mojennant la transformation des coordonnees 
cartesiennes en coordonnees paralleles (n° 60), en un nomogramme 
a points alignes, a trois echelles paralleles (n° 67). 

Mais alors que les abaques correspondant aux diverses valeurs de P 
ne sauraient exister sur une meme feuille et devraient, en conse- 
quence, pour chaque projec tile et pour chaque charge d’un calibre 
donne, former un atlas dont les pages seraient numerotees par les 
valeurs de P (ce qui, comme on l’a deja dit au n° 49, aurait, en outre, 
Finconvenient de ne pas permettre les interpolations a vue entre les 
valeurs de P), tons les nomogrammes a points alignes se pretant a la 
meme determination pourront etre etablis sur une seule feuille (*). 

On voit qu’en adoptant les echelles metriques (A) et (V) portees 
respectivement sur A u et Be, on aura, pour P et /?, un reseau cons- 
titue par des paralleles aux axes pour P (puisque, pour les abaques 
cartesiens initiaux, les droites obtenues etaient paralleles) et par des 


(‘) On saisil la sur le \ if un des a vantages precedeminent signales de la inethode 
des points alignes. Par exemple, la figure i 46 ou interviennenl 36 valeurs de la portee 
equivaut a un atlas de 2G fcuilles portant (diacune un abaque cartesien, et, de plus, 
on se rend eoinpte, du premier coup d’oeil, de la facilite de l’interpolation a vue sur 
ce nomogramme. Or, un tel nomogramme ayant ele dresse pour chaque projectile 
de chaque calibre, avec. une charge donnee, et certains d’enlre eux. comportant 
meme une variation bien j » 1 1 j s grande de la portee, on est k menu' de juger par la 
que la inethode des points alignes a, en l’oecurrence, rendu tres aise i’etablissement 
de tables graphiques, qui cut ete absolument impraticable dans le systeme des abaques 
cartesiens. 
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lignes empiriquement tracees, d’apres les tables, pour p. Les echelles 
determinees sur chacune des droites correspondant a la portee sont, 
au reste, metriques. 

Mais, si l’on se livre a un premier essai de construction dans les 
conditions strides qui viennent d'etre definies, c’est-a-dire avec une 
echelle (V) unique, on s’apercoit que les droites (P) sont rapprochees 
de telle sorte que le trace des lignes (p) devient a peu pres illusoire. 
On est done ici dans le cas d’appliquer la remarque II du n° 101 : 
pour chaque valeur de P (cette variable n’etant jamais prise ici 
comme inconnue) on choisira un axe des v distincts pour y porter 
1 echelle (V). Ces diverses echelles (V) toutes identiques entre elles 
et deduites, peut-on dire, de la premiere d’entre elles par une simple 
translation perpendiculaire a leur direction commune, engendrent des 
lors un reseau (V, P) constitue par deux systemes de droites paral- 
lels (V) et (P), rectangulaires entre eux. 

On aboutit, en definitive, au dispositif suivant dont la figure 1 45 
fournit, en reduction, un specimen (mortier de 220 , tir plongeant; 
O. A. mod. iqi5 D; charge S< ) : une echelle (A), un reseau (P, V), 
un reseau (P, p)', si Von joint , au moyen de V index servant d la 
lecture , le point (A) au point (P, V), cet index coupe , dans le 
reseau du milieu , la droite (P) en un certain point; la cote de 
la ligne (p) passant par ce point fait connaitre la valeur de p 
cherchee ( 1 ). 

D’ailleurs l’axe (A) dont on se sert est celui meme qui a ete defini 
au n° 121 et sur lequel un premier alignement joignant la valeur t de 
la temperature a celle h de la pression atmospherique fait connaitre A. 

Finalement, la valeur de A n’ayant pas besoin d’etre lue (sinon pour 
reperer la position du pivot sur l’axe correspondant qui joue ici le 
role de la charniere), on reconnait en un tel nomogramme une combi- 
naison du principe du double alignement avec celui des points a deux 
cotes. 

Quant a la derive determinee empiriquement en fonction de la 
composante transversale V' de la vitesse du vent et de la portee P, 


( l ) E11 realite les cotes inset ites sont les valeurs de p chan gees de signe ; l’angle 
tabulaire dont on doit se servir etant, en effel, celui qui correspond a P — />, on a 
juge plus normal d’inscrire la cole qui, ajoutee algebriquement a P, fait connaitre 
la portee fictive a laquelie correspond Pangle corrige, lu dans la table correspon- 
dante, dont on doit faire usage. 
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a la maniere des lignes de niveau d un plan topograph ique) sur le 
reseau (P, Y) precedent lorscju’on fait, cette fois, correspondre 
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Techelle des vitesses a V'. Ge sont ces courbes d’egale derive qui sont 
tracees sur le reseau (P, "V ) de la figure 1 4 5 . 

II n’est sans doute pas sans interet de rappeler que Templed de ces 
nomogrammes a reduit environ d un quart d’heure a moins de trois 
minutes le temps necessity par Tobtention des elements initiaux du 
tir de l’artillerie. 


123. Angle initial de tir. — Si a est Tangle tabulaire de tir, 
corrige des conditions atmospheriques (n° 122), e Tangle de 
site (n° 121), cp T angle initial de tir effectif, celui-ci se deduit des 
deux precedents par l’equation ( 2 ) du n" 120, e’est-a-dire 

(1 H- cos 2 cp ) tangs = sin 2<p — sin 2 a, 

dans laquelle, pratiquement, e varie de — 5° a 5°, a et » de o° a 45°. 

Pour obtenir la representation en points alignes de cette equation, 
il suffit de poser 

u — (a.t tangs, p = [o, 2 sin 2 a, 

echelles immediatement construites sur les axes quand on dispose d’un 
etalon des tangentes et d’un etalon des sinus. Cela donne pour 
Techelle (<p) Tequation 

|J-2 ( 1 -t- cos 10 )u -+- [o, v — [0[ [o, 2 sin2cp. 


Suivant, que Ton fait, dans cette equation, u — o ou e — o, on 
obtient 


V — 


[0,2 sin2® ou u = fo, tang<p, 


formules qui, comparees aux deux precedentes, montrent que les 
projections de Techelle (©) faites, a partir de A et de B, respecti- 
vement sur Be et sur A w, se confondent avec les echelles (a) et (s) 
deja construites. 

De la, pour la construction de Techelle (o), le procede le plus 
simple possible. Malheureusement, vu les limites entre lesquelles les 
variables restent comprises, cette construction ne serait utilisable 
qu’entre o° et 5°. Par ailleurs, le grand ecart entre les limitations 
de e et a conduit, d’une part, a construire deux nomogrammes dis- 
tincts, Tun pour les t positifs, l’autre pour les e negatifs, et, d’autre 
part, a fractionner sur chacun d’eux Techelle (a), et par suite aussi 
Techelle (cp), en quatre trongons; la construction ci-dessus ne sau- 


DOGAGNli 


23 . 
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rail convenir qu’a celui d’entre eux qui comprend a la fois les por- 
tions des echelles (e) et (a) s’etendant de o° a 5°; pour les autres, 
1’origine B s’eloigne de plus en plus des limites de la feuille. 

Mais, en usant de la formule (2 bis) du n° 58, on peut, pour 
chacun des nomogrammes partiels, determiner individuellement un 
certain nombre de points (z>) de cote ronde, puis, au mojen de ces 
points, construire le support de l’ecbelle, et projeter enfin, sur ce 
support, les points de l’echelle (a), a partir du point A(e — o). G’est 
ainsi qu’a ete construit, pour les valeurs negatives de s (but moins 
eleve cjue la piece), le nomogramme reproduit sur la figure i 40 - La 
graduation de e en degres y a d’ailleurs ete doublee par une gra- 
duation en milliemes, celle de a en degres par une graduation en 
vingtiemes de hausse. 

Lin second nomogramme a ete construit de meme pour les valeurs 
positives de £ (but plus eleve que la piece) ( 1 ). ^ 

II est, au reste, interessant de se rendre compte de la nature du 
support de l’echelle (cp). Si, en effet, on exprime sin 2 cp et cos 2 <p en 
fonction de tangcp, on voit que Tequation ci-dessus de cette echelle 
peut s’ecrire 

(Jt-i tang 2 cp.e — 2 [1-2 tangcp - 4 - 2 [A 2 u 4- f = o, 

dont, ainsi qu’on l’a vu au n° 05, le support a pour equation en 11 
et v 

fJ-l (Jt.| — V( 2 (J-2 U 4- [J-i v ) — o, 

ellipse passant par les points v = o (ou B) et 2 p 2 u ~h p-i = o ^qui 

divise AB dans le rapport — et dont les tangentes en ces points 

sont paralleles aux axes. 

Le nomogramme de la figure izj6 a ete construit avec 

l*i = 5 fi.2* 


(') Dans chaque album, ces deux nomogrammes figurent sur la meme feuille. 
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I. — Index mobiles divers. 

124. Index mobiles en general. — Pratiquement, nous l’avons 
dit, on se sert le plus ordinairemcnt comme index, pour prendre les 
alignements que comporte la methode de representation eludiee dans 
les Chapitres IV et V, d’un fil fin tendu ; mais on pent tout aussi Lien 
se servir d un trait rectiligne fin trac£ sur un transparent. Dans le 
procede des abaques hexagonaux (Chap. II, section III), on a de 
raerae recours, pour faire les lectures, a un transparent a trois index 
rectilignes concourants. 

Cela conduit tout naturellement a l’idee d’utiliser des index d’autre 
nature, marques sur un transparent que Ton pent deplacer sur la 
partie consideree comme fixe du nomogramme. Cette idee a ete pour 
la premiere fois envisagee d’une facon sjstematique par M. Goedseels, 
alors professeur a l’Ecole de guerre de Bruxelles, dans un important 
Memoire ( ' ) ou il s’est specialement etendu sur le cas des index en 
equerre (n° 128). Mais certains procedes particuliers imagines par 
divers auteurs en vue d’applications particulieres, anterieurement ou 
posterieurement a ce Memoire, viennent tout naturellement se ratta - 
cher a ce sujet pris dans son ensemble. 

J2o. Index paralleled. — En premier lieu, si le transparent 
porte, au lieu d’un seul index, un faisceau d’index paralleles, egale- 
ment espaces, et suffisamment rapproches pour que Finterpolation a 
vue permette d’inserer entre eux les droites de ce faisceau de paral- 
leles non effectivement tracees, on obtient un mode de representation 


(') Les procedes pour simplifier les calculs ramenes a I’emploi de deux trans- 
versales qui se rencontrent au sein d’une graduation (Bruxelles, 1898). 
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applicable a des equations a quatre variables, qui a etc propose par 
M. M. Beg hin ( 1 ) 

Sur le nomo gramme portant quatre echelles curvilignes (z, ), 
(z 2 ), (z-t) et (z.r,), on applique le transparent portant les index 
equidistant s {fig . 147)? de fagon que run d'eux, A' 0 , passe paries 


Fig. 147. 



points coles z { et Celui , A', qui passe alors par le point 
cote £3, rencontre alors la quatrieme echelle en un point dont la. 
cote est z /t . 

11 suffit dexprimer, an moyen des coordonnees cartesiennes 


x 


ft 

hi' 



le parallelisme des droites definies, d une part par les points (z { ) 
et (z o), de l’autre paries points (s 3 ) et (g*), pour avoir la forme de 
liquation representee 


(E) (/1 


b 4 


h -i ) ( b 1 h i — A r i h 1 ) ( f , /l* f J> :\ ) — <>• 


Si Foil fait = 5 |, on lombe sur un mode de representation d’une 
equation a trois variables dans lequel, a la variable z { , correspondent 
deux echelles distinctes (5,) et (5' ). 

Rappelons, com me nous avons deja eu F occasion de le dire, que 
cela suppose qu’avec un tel nomogramme on n’aura jamais a prendre 
z { pour inconnue. 

II faut observer d’ailleurs que, dans la plupart des formules usitees 


C) Genie civil , t. XXII, p. 124 (1892). 
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en pratique, il y a une on plusieurs variables (souvent me me toutes 
les variables, moins une) pour lesquelles cette condition a lieu. 

Le benefice que I on pourra avoir a retirer de ce procede sera de 
pouvoir, dans certains cas, substituer a un nomogramme comportant 
des lignes cotecs un autre nomogramme sur lequel ne figurent que 
des points cotes , dont la superiority, tant au point de vue de la faci- 
lity de la construction que de la commodity et de la precision de la 
lecture, a deja ete signalee (n° 29 ). 


Exemple ( J ) : Mar de soutenement pour des terres profilees suivant tear 
talus nature/. — Reprenons I’equation du n° 46 


A 2 H- kp sin cp cos^> — kr cos 2 o = o. 

3 


Nous avons vu qu’elle est representee par le coneours d’un systeme de 
cercles et de deux systemes de droites; en revanche, ellene Test pas au moyen 
de trois systemes de droites concourantes, ni, par consequent, non plus, 
correlativement, par points alignes. 

Le procede des index paralleles permet neanmoins, comme on va voir, de 
representer cette equation uniquement au moyen de systemes de points cotes; 
c’est meme a I’occasion de cette application que M. Beghin a fait connaitre le 
principe de la methode. 

L’equation peut s’ecrire, X, p, v etant des parametres actuellement indeter- 
mines, 


l x 


A v 


sin o coso p 


k ' — 'kp ( v k — 


v cot cp 


o. 


El 1 e rentre alors dans le type general ci-dessus, moyennant les identifica- 
tions ( 2 ) h\ == Ip = /13 = /14 == 1 , puis 


A — r- 




*1 11 


since coso sluice 


v co to 

J o : — > 

Amo, 

/i = vA, 


r i= o, 


^3= o, 

&4 — • 


(') La modification du profilometre Siegler, que nous avions proposee naguere 
( Annates des Fonts et Chaussees, avril i883, p. 402 ), peut etre rattacliee a titre 
d’exernple a ce procede. Mais ce cas pavticulier ne saurait pas plus elre regarde 
comme le point de depart de la methode que le nomogramme de Mobius pour les 
points alignes a une cote, ou celui de Kutter et Ganguillet pour les points a deux 
cotes. 

( 2 ) On peut ici, bien evidemment, faire correspondre deux echelles a la variable 9, 
attendu que cet angle, qui represente l’inclinaison naturelle des terres emplojees^ 
sur l’horizon, n'a, en aucun cas, a etre pris comme inconnue. 
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Ox et Oy inclines a 45 e 1’un sur l’autre, on obtient le nomogramme de la 
figure 148 . On a, sur cette figure, trace en pointille les positions des paralleles 
correspondant a I’exemple numerique du n° 46, savoir : 

o = 3o°, p = 0 , 70 . 

Le nomogramme donne bien encore 

k — o,3. 


126. Rattcichement au principe du double cilignement. — Si 
I’on se reporte au n° 91, on voit qu’un nomogramme a double aligne- 
ment, dans le cas de la charniere rectiligne, provient de la represen- 
tation simultanee, avec un axe A a commun, des deux equa- 
tions ( 1 ) 


■ c 

— 1 

o 


r 

b 

— I 

o 

A 

g\ 

h { 

= °, 

A 

8* 

/<3 

ft 

gi 

h. 


A 

8 4 

h 4 


lorsqu’on fait correspondre la premiere colonne au terme constant, la 
seconde au terme en u , la troisieme au terme en e, de facon que 
l’equation de chacun des systemes (s/) s’ecrive 

fi -1- Ugi -‘r-vhi—O ( t = I , 2, 3,4). 


On voit que le resultat de l’elimination de y entre les deux equa- 
tions ci-dessus coincide precisement avec l’equation (E) du numero 
precedent, qui exprime le parallelisme entre les ; alignements (s,, z 2 ) 
et (s 3 , z A ) pour les points definis par 




(i = 1 , 2 , 3, 4) 


en coordonnees cartesiennes. 

De la un moyen des plus simples de transformer tout nomogramme 
a double alignement, dans le cas d’une charniere rectiligne, en nomo- 
gramme a index paralleles. 


Exemple 


Vitesse cV ecoulement de Veau dans les 


tuyaux decouverts . — 


(*) On remarquera unevariante entre les notations iei employees et celles du n° 91 . 
Ge cl'angement n’a d’autre but que d’identifier l’equation ici representee par double 
alignement avec ^equation (E) du n° 125 pour laquelle les presentes notations 
semblent plus naturelles. 
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Dans cet exemple, traite par le double alignement au n° 96 , la dissociation 
est efFectuee au moyen des equations 


/ — I 0 


0 

1 

'S 

y 0 1 

= 0, 

87/1 0 1 

— /R R 1 


0 u I 


On aura done un nomogramme a index paralleles en construisant les 
echelles 

( a7 = T> y = o), (x = 87 /], y = o), 

(a? = — y/R, = R), (# = 0, jk= U). 

Le nomogramme correspondant, sur lequel on a donne au systeme O xy 
pour (I) et (U) une translation par rapport au systeme O xy pour (y) et (R) 

Fig. i 49. 



(une telle Iranslation n’alterant pas le paralleiisme des index correspondants), 
est represente par ia Figure 149, sur laquelle on a trace en pointille les index 
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paralleles pour l’exemple 

Y — ^ , o ? 13 4, I = o , 004 , 

d’ou 

U = 6 , 0 . 

M. Soreau qui a, le premier, indique ce mode de transformation 
des doubles alignements en index paralleles ( 1 ), en faisant remarquer 
qu’il se reduisait a une transformation homographique rejetant a l’in- 
lini la charniere rectiligne du double alignement, en a donne une 
expression analjtique des plus simples en utilisant la mise sous forme 
de determinant par lui obtenue pour inequation representee [(i bis ) 
du n° 91]. Recrivons cette equation en tenant compte du changement 
de notation ici adopte 


A 

h , 

O 

g 1 

A 

hi 

O 

g 2 

A 

O 

h. 

g : i 

A 

O 

hi. 

gi 


Si on Finterprete directement en coordonnees cartesiennes (n°62), 
elle exprime que les quatre points 


Oi)i 

r» 

il 

y = 

hi 
g 1 

z = o, 

( S 2 )l 

X = — 1 

g 2 

y = 

hi 

gz ’ 

k» 0 ^ 

(-3)l 

.CO! 

II 

*4 

y — 

0 , 

A 

^ — y 

& 3 

(■Ziji 

A 

X =z — , 
g 4 

y = 

0 , 

hi, 

~ ~ g 4 


sont dans un meme plan. Par suite, la droite qui joint les points (.£,) 
et (^ 2 ) situes dans le plan O xy, et celle qui joint les points (s 3 ) et (z.*) 
situes dans le plan O xz , se coupent sur Ox. Rabattant le plan O xz 
sur O xy autour de O x (comme on le fait du plan vertical sur le plan 
horizontal en Geometrie descriptive), on obtient le nomogramme 
a double alignement de l’equation (i), Or, une propriete fondamen- 
tale des determinants permet de transformer immediatement cette 


(’) Contribution . .. , n° 138. 



ClIAPITRE VI. 


equation en 



/. 

g 1 

o 

hi 

0) 

ft 

g 2 

o 

h. 

ft 

gs 

h 3 

h, 


A 

g’> 

K 

h\ 


qui exprime cette fois que ies quatre points 


(=i)i 
( Z -2 )-2 
i Z l)l 
( z i )a 


x == 


X = y 


X — 


X = 


/. 

fix' 

A 

A,’ 

_ A ' 

h>' 

A 

hd 


g\ 


y=-r 


y 

y 


V 

g 2 

a 2 ’ 

cr 0 
& 3 

/*3 ’ 

rr, 

<s 4 

7>T ’ 


— o. 


o. 


= I, 


= I 


sont dans mi meme plan. Mais ici les droites (^ t , z- 2 ) et z, t ) sont 
dans les plans paralleles ^ — o et ^ = i; elles sont done paralleles 
entre elles, et il en est de meme de leurs projections sur O xy. 11 
suffit done de projeter Fensemble ei-dessus sur ce plan, en y cons- 
truisant les echelles definies par les valeurs de x et y pour obtenir le 
noniogramme a index paralleles demande. 


127. Couples successifs d' index paralleles. Cas des echelles 
circulaires concentriques. — - On peut evidemment, grace a une 
dissociation convenable de certains types d’equation, les representer 
an moyen de couples successifs d’index paralleles, de meme que I on a 
precedemment envisage la multiplicite des alignements (n° 100). En 
voici un exemple remarquable : pour representer Fequation 

M. Soreau a eu Fidee de recourir a la disposition suivante (*) : 
sur deux cercles de centre O (fig- i5o) (que Fon pourrait theo- 
riquement prendre coincidents, ce qui aurait pratiquement Fin- 
convenient d’amener de la confusion entre les echelles dont il va el re 
parle), portons, a partir des origines A et A', situees sur un meme 


( 1 ) Nouveaux types .... p. 44 - 
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diametre, les echelles deludes par 

arc A Mi = r f x , arc A M 2 = r f,>, 

a rc A' M 3 = r’f , , a re A ' M * = r'f k , 

r et v etant les rayons OA et OA\ 

Si les fonctions j\ sont telles que 

/l ~^fi =/»+/*, 

les milieux des arcs M, Mo et M ; , M.j sont sur un me me diametre, et 
par suite les cordes M,M 2 et M 3 M 4 sont parcilleles . 

Fig. i 5 o. 



11 suffit done cle disposer deux index suivant les alignements 
paralleles (z , , z->), (33, 3-,) pour representer, an moyen des echelles 
circulaires qui viennent d'etre construites, Inequation a quatre 
variables consideree. 

Pour representer l’equation a n variables ci-dessus, il suffit de 
l’envi sager coniine le resultat de l elimination des variables auxiliaires 
Vi, S3? • • • entre les equations 

fi'+'fi — fi + Co 

Cl +■ fk — fo -+- Co 1 

. .Co +-y 6 = yr+Ce? 

la derniere etant 

C/j+i -F/2/J-2 — f±p-\ — (si n = a/>), 

C = — /2/J+1 ( si n — ip -f- I ). 

Chacune des equations etant representee par deux cercles concen- 
triques (tels que, pour deux consecu lives de ces equations, un de ces 
cercles soit coniniun), on voit que le nomogramme se composera de 
cercles concentriques c, C . c", . . . portant le premier les echelles (3,) 


d’ocac.ne 
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et (^ 2 )? le second (z 3 ) eL (^ /( ) ; le troisieme (z 5 ) et (^ 0 ), et ainsi de 
suite, ce qui conduit a un nombre de cercles concentriques egal an 
plus grand entier contenu dans 11 -f- 1 . En outre, les echelles lictives 
(vs)? (£5)? ••• seraient portees respectivement paries cercles c, c\ 
Somme toute, si, pour simplifier, nous representons cliaque point 
cote (zi) par f, et cliaque point (£;) (determine par la rencontre d’un 
certain alignement avec le cercle c correspondant) par i\ le mode 
' d’emploi du nomogramme general se reduira a ceci {fig. i5i) : 


Fig. iji. 



Un des index du transparent mobile etant mis en coincidence avec 
la droite qui joint les points 1 et 2 de c, on considere T index paral- 
lele passant par le point 3; il coupe c cn un point aulour duquel 
on le fait pivoter pour l’amener a passer par le point \ du memo 
eercle ; on prend alors l’index parallele qui passe par le point 5 de c il 
eoupe ce cercle en 5 ' ; on le fait pivoter aulour de ce point, cl ainsi 
de suite. 

Il n’j a d'ailleurs jamais de confusion entre les divers cercles 
quand il s’agit d’j prendre un pivot, lc pivot intervenant entre les 
points cotes (z 2 i-\ ) et ( ; 2 /) etant toujours situe sur le (‘ercle C qui 
porte a la fois ces deux ecbelles. 

Ce mode de representation pourra clre utilise pour les equations 
de la forme 

/1/2 .../«= 1 
ou 

l°»/l + l 0 S/2 H- • • • log f n = O, 
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quand on se sera procure un e talon logarithmiqufe circulaire. 
M. Soreau en a fait une interessante application (*) a la formule de 
Sarrau donnant la vitesse initiale d’un projectile, formule qui rentre 
dans le type precedent avec n — 8. 


128 . Index en equerre. — Si les index portes par le transparent 
sont deux droites rectangulaires, c’est-a-dire forment une equerre, on 
tombe sur un mode de representation envisage pour la premiere fois 
par M. Goedseels ( 2 ), mais que M. Soreau a depuis lors rattache 
a celui par index paralleles en faisant remarquer qu’une rotation 
de 90° de 1’ ensemble de deux des systemes (^3) et par rapport 

a l’ensemble des deux autres ) et (u 2 ) suffit pour passer des index 
paralleles aux index en equerre ( 3 ). 

II suit de la que le type d’equation representable par index a 
equerre est encore le type (E) du n° 125 , c’est-a-dire 

( E ) (/1 h, —ft h x ) ( g 3 hi — g k h z ) — (gi hi — g% h , ) (/ 3 hi-fi hi) = o. 

Seulement ici les points (^4) et (iu>) restant definis par 


/. 


g\ 

X — 

hi 

y = 

hi ’ 

A 


gt 

X= 

h 2 

r = 

hf 

les points (^ 3 ) et (5.-,) le seront par 

„ _ gz 


A 

PC — 7 y 

h-s 

y =- 

hi 

& 4 


fi 

X = — , 
h 4 

y=- 

hi 


Exemple : Coordonnees rectangulaires dans les levers tacheome- 
triques. — C’est a M. Goedseels que nous enipruntons cet exemple. 

Soient l la lecture stadimetrique, z la distance zenitliale, a l’azimut donnes 
pour un point par le tacheometre, Y, Z les coordonnees rectangulaires de 


(') Nouveaux types..., p. 46. 

( 2 ) Loc. oil., au renvoi de la page 365. 

( 3 ) Une telle modification, introduite dans les nomogrammes a echelles circulaires 
concentriques du numero precedent, apporlerait a leur mode d'emploi une incontes- 
table simplification. 
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ce point. On a, en representant par G une constante instrumental, 

(0 X = /(C sin s -+- cos^) sin z cosa, 

(2) Y = /(C sinz 4- cos^s) sin^ sin a, 

( 3 ) Z = l(C si n s 4- coss) cosz, 

ou, en supprimant le terme / cos 2 s, pratiquement negligeable, 


( 3 ') 


Z = — G sin 2 z. 

2 


On voit que les.formules (1), (2) et ( 3 ') se ramenent a une seule equation 
(4 ) = z%(C sin z-i - h cos s 3 ) sin s 3 ‘ cos sq, 

grace aux identifications 


(1)1 

-1 = «, 

^2= G 

Z3 — z , 

.^4 = X , 

{2)1 

d w 

Zt=^- l , 

*3 = 

-^4 = Y, 

( 3 ), 

7Z 

3 [ = — — 3 ^ 

/ 

^2 = ~~ * 

*3 = - > 

S 4 == Z. 


2 


2 


Bornons-nous done a representer 1 ’equation ( 4 ). Or, elle peut s’ecrire, 
m, n, p etanl trois parametres arbitraires dont on disposera par la suite, 


( — p cos Si ) ^sin 2 z-,i 4- ^ sins 3 cos s 3 ^ J 4- ^ — 


mnp 


Z\ \ 

mC) ~ °* 


Sous cette forme, elle rentre immediatement dans le type general (E) ci- 
dessus, oil Ton a fait hi == hi=. 1, grace aux identifications 


f\ = o, 

. mnp 

Ji = - 37 “ 9 


gs = 

g\ — 


Z 4 


m G 


1 » 


^S/?COS.S,, 

#2 = O, 

/{=— /i ^sin 2 s 3 4- sin s 3 'coss 3 ^ , 
/ 4 =o. 


Les points (si) et (s 3 ) sont done distribues sur O^k, de part et d’autre de 
I’origine, les points (s 2 ) et (s 4 ) sur la partie positive de Occ; on distinguera 
d’ailleurs ces derniers les uns des autres en placant les graduations correspon- 
dantes de part et d’autre de Ox. 

Pour un tacheometre dont la constante G est egnle a 100, ce qui est le cas 
ordinaire, et en donnant aux parametres m, 11, p les valeurs 


m == 1 r >, 
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M. Goedseels a obtenu le nomogramme dont la figure \5i est la reduction 
a la moitie. 

Les graduations angulaires y sont faites en grades ( 1 ). 

Fig. i52. 





.1 

ij 


Prenons l’exemple numerique pour lequel les donnees sont 

l = i, 54, « = 7 o g , z = g3 g , 


( 1 ) Suivant le conseil donne par le colonel Goulier, pour la graduation des mires, 
les cliifFraisons de (^ t ) et de (z 2 ) ont ete inscrites de facon que le sens croissant de 
la graduation soit dirige vers la droite du chiffre lu normalement. Ce conseil n’a 
pas ele suivi en ce qui concerne la chifiraison de (-3 2 ), parce que, le nomogramme 
etant tenu comme findique la figure, les chiffres seraient lus a l’envers. 
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d’oii 1’on deduit immediatement 




2 




a = 3o*, 



ce dernier angle, pour etre compris entre o et 2r = 4oo g , avant ete augmente 
de 2 tc. 

Les trois positions de lequerre, dont la premiere seule a ete marquee en 
pointille sur la figure, donnent successivement : 

Pour z t = 70, z* = 1 ,54, s 3 = 93, 

X = z k = C6 ,n ; 

/ 

Poijr z x = 3o. z 2 — i,54, ^3=93, 


Y = zl 


i34 m 


Pour z 1 = 3 1 4 , ^2 = 0,77, z :i = 100, 



8 m 


129. Index en equerre a pivot fixe ou d sommet guide. — Pour 
approprier les index en equerre a la representation d’une equation a 
trois variables settlement, il faut soit remplacer une des quatre 
variables du type precedent par une constante, soit rendre identiques 
deux de ses quatre echelles ponctuelles. Dans le premier cas, Tune 
des branches de l’equerre se trouve pivoter autour d un point fixe. 
En voici un exemple, du a M. Soreau ( 4 ) : 


Exemple d' index en equerre a pivot fixe : Vitesse de Vecoulement de 
Veau par un orifice rectangulaire noye. — La formule a representer, 
oil V est la vitesse d’ecoulement (en m. par sec.), h A el h t les cotes (en m.) 
des bords horizontaux. de Porifice par rapport a la surface libre en amoni 
est 

1 3 

A 2 1 , '£ 


qui pent s’ecrire 


o,338 V = 


1 1 

h\ — h | 

h\ — h- 2 


(*) Contribution..., p. 383. 
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Mise sous !a forme ( 2 ) du n° 126, cette equation devient 

o,338Y o o 1 

o — 1 o 1 
jj 

h\ h\ 11 

h\ h<2 1 1 

APin d’obtenir une courbure plus accentuee de l’echelle (ft), M. Soreau a 





retranche des elements de la premiere 
seconde, ce qui donne 

i, 352Y o 

1 — 1 

4 h'i—fii h t 

3 

4 h I — ft 2 ft 2 


colonne multiplies par 4 ceux de la 
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3<So 

d’ou les eclielles 
(V) x — i ,3 j9. V, y = <>, 

(h i) et (hi) x = //, y = h — 4 A - , 

et le point fixe 

(P) • ^ = i., r = — '• 

Adoptant pour .r etj" sur la figure former par les (Aj ) el (A 2 ) et, par suite, 
pour y et x sur la figure former; par ( V) et par le |)oint P respect ivement les 
modules 1 8 jje. et loop, M. Soreau a obteuu le nomograrnme de la figure i r >3, 
sur lequel, pour h\ — 12 , A 2 — 8, on lit Y = 1 ,4* 


Placons-nous maintenant dans la seconde hypolhese on supposanl 
quo; ce soient les eclielles ( 5 ,) et (*.0 qui se reduisent a une seule. 
Le type du nomograrnme correspondanl est cel 11 i quo represente 
schematiquement la ligure 1 5 4 - Le sommet O' de 1 equerre mobile 



O'X'Y', etant place en tin point de cole donnee de Pechelle ( 5 ,) et 
Pun de ses index OX/ amend a passer par tin point de cote donnee 
de l eehelle (,s 2 ), Pautre index fait connaitre Ja videur de la troisieme 
variable sur Pechelle (^ 3 ). 

Si P on se reporte au type (E) du n° 128, on \oii quo* Unites les 

f <r 

fonctions'A- et — pourvues des indices (Pun memo; groupe ( 1 et 2 , ou -> 

el 4) peuvent etre multipliers par une constanle. 11 suffit done, pour 
qoe les eclielles (z t ) et puissent etre rendues identiques, suivant 
une renuirque de M. Soreau ('), quo les eclielles ( 3 , ) et (z^) soient 


(') Nouveau x types..., p. 48. 
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reductibles l’une a I ’autre par le produit d’une similitude et d une 
translation, Cest-a-dire que, si l’on fait — on ait 






~ a 


£1 

hi 


c, 


a , b , c etant des constantes. 

11 convient d’ailleurs de remarquer que, lorsque l’inconnue est la 
variable qui correspond au sommet (ainsi que c’est le cas dans 
l’exemple suivant), la lecture ne laisse pas d’etre un peu delicate. II 
faut, en effet, en faisant passer les deux index de l’equerre par les 
points donncs, amener son sommet a tomber sur l’eclielle correspon- 
dante. Une remarque analogue peut etre faite a propos de tout mode 
de representation applicable a n — 1 variables, derive d’un mode 
applicable a n variables par coincidence de deux echelles d’abord 
distinctes. 


. Exemples d'index en equerre d sommet guide : i° Mur de soutene- 
ment pour des terres projilees suivant leur talus nature !. — Reprenant 
I’equation deja representee aux n°* 46 et 125, d’une part, par droites et cercles 
concourants, d’autre part, par index paralleles 


k 2 (1 -+- tang 2 o ) H- p ( k 


tang< 



M. Soreau ( 1 ), apres avoir remarque qu’elle pouvait s’ecrire 


1 

P 


1 

k 


3 tango — 

o * 


I 

k 


3(i 


t u 


11 s ' 2 f) 


I’a traduite en un nomogramme a index en equerre a sommet guide, en faisant, 
dans les expressions des x et des r du n° 128, 

h l =h i ~/i :i ~/i^'= i, 

f\ = <>, ft—l,' tan s?i A=--r> 

[ 

= JP 03 = 3 (tang 5 © 4 - 1 ), ^= 0 , 


ce qui donne 

les trois echelles 

(*) 

x ~ 0 , 

(P) 

r 

(?) 

P* 

x — 3(i -+- tang 2 0 ), 


(') Nouveaux types p. 49 . 


y — <>, 

y = 3 tango. 
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Lo nomograinmi* c^frcspondaiit rst celui de la figuie 
que J’equation ainsi represented n est pas reductiblc au 


1 55. II off re eet i merer, 
type des points alignes 


Fig. i 55. 




ct qu’clle se trouve neanmoins ainsi ramenee au seul emploi de points cotes- 
sans qu’il v intervienne plus d’une echelle par variable ( 1 ). 


(*) Quoique moins elegant que celui deceit ci-dessus, le nomogramme a index 
paralleles du n° P25 est pratiquement plus avanlageux, parce que d’une lecture plus 
precise, 1 ’opera lion qui, avec le nomogramme a index en equerre, consiste a amend" 
le sommet dc 1 'equerre sur Pechelle (A) pendant que ses deux cotes passent par des 
points donnes sur les echelles (p) et (9) etant un peu delicate. 

Pour effectuer cette determination d’une facon rigoureuse, il suffirait, apres avoir 
joint par line droite les points ( p ) el (©), de placer Pune des pointes d'un compas 
au milieu de l’intervalle de ces points, et, avec une ouverture de compas egale a la 
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La position do l’equerre marquee en pointille, correspond a Pexemple 
p— 0 , 75 , o — 3o°, pour lesquels on a k = o,3. 

v.° Projilometre Siegler. — Inequation (3) du n° 110 peut s’ecrire 

(a — z)- = c ). 

Sous cetle forme, on voil immediatement qu elle peut etre representee au 
moyen d’indcx en equerre it sommet guide. 

11 suffira de porter sur I’axe des x {Jig. i56) les echelles 


x — p 1 ( t — (— 0 

X = — ‘1 p 2 (j + c 1 . 


Fig. i 56 . 



el sur l’axe desjK l’echelle 

y = lM a ~ *)> 

* . . I 

Pi, p 2 p 3 etant des modules lies par la relation pj = p t p 2 . 

Placant alors le sommet O' de l’equerre au point cote z et faisant passer le 
cote O'Y' par le point cote 0, on lit a la rencontre du cote O'X' et de la troi- 
sieme echellc la valeur de < 7 . 

Tel est, le principe de I’instrumcnt construit par M. Siegler sous le no in de 
pro filometre ( 1 ). 

Pour le calcul de * el, par suite, de X obfenu, comme nous I’avons vn 


moitie de cet intervalie, de reporter la seconde pointe de ce compas sur l’echelle (4 ) 
oil elle marquerait le point dont il y aurait a lire la cote. La variante ainsi obtenue 
pourrait etre rattachee au type de nomogram me etudie au n° 132 . 

(*) A. P. C., p. 98; 1881, i er serncstre-. Dans le profilometre tel que Pa realise 
M. Siegler, l’equerre, theoriquement reduite a deux axes rectangulaires dessines sur 
un transparent, est materialisee sous la forme des bords d'une equerre metallique. 
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( n° 411), par accolemeni d une seconde graduation a cello do £, 1’auteur a eu 
recours a 1’ingenieux disposilif que voici : 

Fixons a l’equerrc un axe NP parallels a O' y' et pnrtons sur cet axe 
rechelle 

y=p 4 £, 

le module p*. etant tel que, si d est la distance du point O' au point N, on ait 

[^•4 

d ~ pi 

La similitude des triangles NPO' et OO'M donne 

P4f _ P-t (a — z) 
d pi ( t 0 ) 

ou, en vertu de I’egalite precedente, 

£ = 

qui est bien la formule (i) du n° 110. 

Ce mode de representation, grapliique de lequation liant 3 a z elO 
ne rentre dans aucun des types de nomogramme envisages jusqu’ici. 
On verra plus loin (n° 148) comment il derive de la theorie generale 
englobant tons les types possibles de nomogramme. 

II va sans dire que, dans les nomogrammes a index en equerre 
comme dans tous ceux qui ne reposent que sur l’emploi de points 
cotes, on peut remplacer les eclielles simples par des reseaux de 
points a deux cotes (n° 101). M. Soreau en a donne un exemple 
interessant ( 1 ). 

Le mode suivant de resolution nomographique des equations des 
troisieme et quatrieme degres peut etre rattache a cette extension de 
I’emploi des index en equerre. 

130. Nomogrammes d index en equerre pour la resolution des equations 
completes du troisieme et du quatrieme degre. — Ayant, aux n os 104 et 1()5, 
deceit des nomogrammes pour la resolution des equations completes du troi- 
sieme et du quatrieme degre, nous signalerons ici un ingenieux emploi des 
index en equerre imagine par M. Massau ( 2 ), en vue du meine probleme, et 
que nous a\ons nous-meme simplifie. 

(') Soreau, Nouveaux types..., p. 5 <j. 

( -) Menioire sur V integration grapliique, Livre III, Chap. Ill, n" 185. 


a — ^ 
~t - 4 - 0 



REPRESENTATION AU MOYEN D’ELEMENTS MOBILES. 385 

Ce procede, deduit par son auteur de considerations de' Geometrie dans 
I’espace, interpretees par la Geometrie descriptive, consiste en ceci : 

Etant traeees sur un quadrillage regulier de module p les droites ( z ) 
definies par 1 ’equation 

p.s 2 -t- zx ■+■ y — o, 

on deplace une equerre dont le premier cote passe constamment par le point 
(n — q , p) du quadrillage, c’est-a-dire par !e point 

x=\x{n — q), y=pp, 

et dont le sommet decrit la verticale cotee n ou 

x = p n , 

jusqu’a ce que le second cote de cette equerre coincide avec une des droites (z). 
La cote de celle-ci est alors une racine de l’equation 

z 3 - t- nz- -+- pz -+- q — o. 

En effet, appelant 7 ] Vy du sommet de l’equerre, on voit que Ton a d’abord 

(xz 2 -+- z p n -i- if] = o ; 

puis, la droite cotee z etant perpendiculaire a celle qui joint le point 
x — p (n — q), y = \ip au point x = p n, y — r n on a aussi 


: J -v 

L’elimination de 7] entre ces deux equations donne bien l’cquation complete 
du troisieme degre ci-dessus, ce qui justifie le procede. 

Les simplifications dont ce procede est susceptible sont les suivantes : 

i° Si Ton prend les points d’intersection des droites (z) avec Ox, on obtient 
les points 

x=— ;xz, 

c’est-a-dire que la cote d' line dvoite z est celle du point oil elle rencontre 
Vechelle reguliere porlee sur O x, changee de signe. 

2° L’enveloppe des droites (z) etant la parabolc 

x z — 2 pjK = o, 

il suffit de tracer cette parabole P {fig. 107 ) pour n’avoir pas a tracer les 
droites (z). 

Le nomogramme se rcduit alors a un quadrillage regulier dont les axes Ox 
et O y sont gradues et sur lequel est tracce la parabole P. Son usage se 
reduit a ceci : On deplace une equerre dont le sommet decrit la verticale 
cotee n (le long de laquelle on peut placer une regie) el dont un cote passe 
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par le point (n — q, p ) (ou l’on peut planter dans la feuille une pointe fine) 
jusqu’d ce que son second cote soit tangent d la parabole P. La cole 
changee de signe du point ou ce cote coupe Ox est une racine de V equa- 
tion proposee. 

Fig. 157. 



On veil qu il suffit, dans l’equation du systeme des droite s (z), de rern- 
placer z' 1 par s 3 -t- mz-, pour avoir un nomogramme dr liquation complete 
du qualrieme degre 

z !t -+- m z* nz^ p z H- q — <>. 

A chaque valeur de m correspond, bien cntendu, une courbe enveloppc £ m 
analogue a P. II n’y a qu’a tracer le systeme de ces courbes sur 1 <* quarl rillag<* 
regulier pour que lc nomogramme se trouve eonstruil. 

Seulement ici les valours de z no devront plus el re inscrites sur I’axe Ox, 
puisque les cotes des points ou cet axe est coupe par la droite 

l( 3 3 — }— mz 2 ) -+- zx -+-y — o 

11c sunt pas les memes suivant la valeur de m. ties valeurs de ; pourraient 
Aire donnees par le coefficient angulaire de la droite eorrespondante change 
de signe. On pourrait aussi recourir a l’emploi des trajectoires de contact e- 
( n° 108). En ell'et, le lieu des points de contact des enveloppes C m avee les 
droites correspondant a une meme valeur de z est une courbe dont I’equation 
s’obtiendra, commc on Pa vu au n° 10S, en climinant m enlre I’equation ci- 
dessus el sa derivee, prise par rapport a z. Ici, l cquation el sa derivee elant 
lineaires en m, x ct jy, on voit que ces trajectoires seronl des droites. 

On trouvera plus loin (11 0 141, •>/’) un autre type do nomogramme pour 
(’equation complete du qualrieme degre. 

131. Index circulaire. — La settle courbe, invariable de forme , 
qiti partage avee la ligne droite la propriety d’etre delcrniince de 
position par deux points, est tin cercle de rayon constant. De meme, 
en ellct, (ju’une droite definie par deux points peut glisser sur elle- 
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menu: par ui^e translation, un cercle cle rajon donne, defini par deux 
points, peut glisser sur lui-meme par une rotation. 11 en resulte quun 
index circulaire pourra, comme un index rectiligne, servir a etablir 
une liaison entre trois echelles ponctuelles. Le type de nomogramme 
eorrespondant est donne par la figure 1 58. 


Fig. i58. 





La consideration des index circulaires ne presente guere rju'un 
interet theorique. Nous nous y arreterons toutefois un instant pour 
faire voir que la marche que nous avons suivie au n° 46 permet de 
inettre sous forme symetrique (M le type general d’equation eorres- 
pondant. 

L’equation du cercle de rayon r servant d’index, rapporte a deux 
axes rectangulaires fixes, mais d’ailleurs quelconques, du plan est 

<> — 0 2 ■+- ( y — r , ) 2 = T 2 , 

; et y| etant les coordonnees variables de son centre. Exprimant que 
ce cercle passe par les trois points cotes (*,), (z»), (> 3 ), dont les 
coordonnees sont definies respectivement par 

(-/ > ' x =fi, y — Si ( i — T, 2 . 3 ), 

on a les trois equations 

¥ — r, 2 — 2 fi X — 2 gi Tj -+-// + gj — /’2 = o ( i = J , 2 , 3 ), 

Le probleme qui consiste a (di miner c etr, entre ces trois equations 
est algebriquement le meme que celui qui a ete resolu au n° 46, 

(’) A tors que cettc forme symetrique ne se rencontre pas dans le Memoire de 
M. Goedseels, ou la possibility de Femploi de ce genre d’index sc trome signalce. 
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lorsqu’on remplace 



par 

h 

X 

» 

i 

y 

» 


fi 

» 

~ *fi, 

gi 

» 

~ tgi. 

hi 

» 

ft + gl 


Nous pouvons done eerire immediatement le resultat. Convenant 
d’abord, pour simplifier lecriture, de poser d’une maniere generale 


a\ by c v 
a- i b ± c-i 

b ;j C\ 


a ibid |, 


et remarquant que 


i a i ft -+- gl — r* | = | i cii ff -+- |, 


nous avons pour l’equation cherchee 


I 1 gt ft -+- gi I +1 fi i ft 
■+" 4 | fi gi 1 |(| fi gi ft gl 


rr r 
£ l 


fi gi i |) = 


o. 


Si l’on pose 


f? + gl=li. 


on voit qu’avec la notation abregee du n° 46 l’equation precedente 
peut s’ecrire 

D y -+- D — (— L \ D / ( D — /’ 2 D / ) = < >. 


En particulier, si les points (z- { ) et (s 2 ) sont distribues sur Ox 7 
les points (s 3 ) sur Oy , cette equation, toutes reductions faites, prend 
la forme simple 

g 3 t(/l ~ f- > 2 — 4 >' 2 J -+- ( g\ —f\flf = <>. 


132. Index concentric/ ues. Points equidistants. — On peut gene 
raliser le principe des index paralleles (n° 125) en traeant sur le 
transparent, au lieu de droites paralleles, des cercles concentriques. 

II convient toutefois de remarquer que, dans ce cas, le cercle, dit 
primitif , a faire passer par les deux premiers points (;, ) et ( 5 /( ) doit 
etre un cercle determine du systeme (a distinguer par un signe spe- 
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cial). Une lois ce cercle amenc a passer par les points voulus, l’un 
des cercles concentriques passe par le point ( j 2 ), et le point (z :i ) qui 
se tronve sur ce second cercle fait connaitre la valeur de l inconnue. 

Pris dans sa generalite, le procede, lorsqu’on suppose les echelles 
simples, s applique done a des equations a quatre variables. On le 
red uit au cas de trois variables en supposant deux des echelles (zf 
et coincidentes et reduisant le cercle primitif a un point, centre 
common de tons les index concentriques. 

Le nomogram me comprend alors {fig. i5g) trois echelles (5,), 


Fig. i5c>. 



{~">)i ), entre lesquelles le mode de liaison se reduit a ceci : le 

cercle cle centre ( c 1 ) passant par le point (z 2 ) passe aussi par le 
point {z : t ). 

On pent, au lieu du transparent a index circulaires concentriques 
dont nous venous de parler, se servir ici d un compas pour la 
lecture du nomogramme : l ane des pointes da compas etant mise 
au point cote g,, l' autre en z 2l on fail tourner le compas autour 
de la pointe z t jusqu’d ce ejue V autre pointe tombe sur 
Vechelle (z : t ); la cote du point ai/isi marque est le nombre 
cherche. 

C’est en raison de cette facon de rattacher les points (z 2 ) et (zf) 
a (j, ) que hauteur de cette nouvelle classe de nomogrammes, 
M. W. GercevanofF, leur a donne le noin de nomogrammes a points 
eq uicli slants < 1 ). 

Alin de rappeler le role special joue dans ce mode de liaison par 
le point on pent Pappeler le point central , et l’eclielle ( 5 ,), 
Vechelle centrale. 


( 1 ) Les principes du calcul nomographique, publics en russc, a Saint-Peters- 
bourg, ('ii 390(3, au paragraphe 10 . 
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II est ires facile de former le type d’ equation correspondant. 
Si, en elFet, Feehelle (^/) (pour i — i, 2, 3 ) est defmie par 

(w) x—ft, r~g<< 


il suffit, en supposant les axes rectangulaires et les modules sui- 
vant Ox et O y egaux, d’ecrire Fegalite des distances des points (^ 2 ) 
et (^ 3 ) au point (j,) pour avoir 


on 

(i) 


( fi f 1 ( St — 


A I 


fi + si -fi - 


<r - 
& 3 


2 /l ‘/2 


: ( A— /i) 2 -+- ( g*—g\ > 2 

~/i > — 2 gl(g2~ g: 3 ) = O, 


q 11 i, d’apres la 
sous la forme 

d') 


remarque memo de M. GercevanolF, pent se mettre 


ft- A 


i <> 


g 2 gz 


cr~ _L_ o\. | 

e 2 ■ a i 1 


o. 


1 


2 /i 


et comprend coniine cas particular certaines equations deja repre- 
sentables en points alignes avec deux echelles rectilignes. En effet, si 
Ton fait 

fi= °> #i = <>, 

Fequation (1) se re du it a 


et il suffit de jioser 


sl —fi — si -f 9 /i/i = <>, 

2/1 = F,, <?1 = f 2 . 

/» = w > - (fi + si > = 


F, 

H;, 


pour qu elle s ecrive 

(2) F1G3-H F 2 1 1 3 -+- F3 = o, 


forme identique au type '(E) du n° 78 . Si en outre /:,=== 1, elle se 
recluit a 

(«») F r -i- F-2-+- F ;j = o. 


type (E) du n° 67 . 

On obtient encore une equation de ce dernier type dans l’liypo- 
these g K = g 2 = £3 = o, car Fequation (1) se reduit alors a 
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equation qui, an facteur parasite pres, est de la forme (3) ci-dessus. 

L hjpothese faite pour obtenir le type ( 2 ) montre que les 
echelles (A,) et (z 2 ) sont disposees respectivement sur Ox etOy, 
I echelle (z 3 ) etant quelconque. Cette derniere devient a son tour 
rectiligne et parallele a Oy lorsque s'ajoute F hypo these qui a conduit 
au type (3). 

Pour le type (3 ), les trois echelles etant portees le long de Ox (ce 
qui ne peut se realiser pratiquement que si deux au moins d’entre 
elles sont identiques), outre que la traduction geometrique de Fequa- 
tion representee est alors evidente, on s’explique la presence du 
facteur parasite par le fait que le cercle de centre (A,) coupe le sup- 
port commun en deux points, en chacun desquels deux cotes z 2 et z 3 
sont confondues. Les cotes a associer pour la resolution de Fequation 
sont celles qui se rapportent a deux points distincts. 

On pent d ailleurs se proposer de recherclier la forme la plus gene- 
rale de Fequation representable par un nomogramme a points equi- 
distants ne comprenant que des echelles rectilignes, semblables a 
celles de certaines fonctions cp 2 , <p 3 . II suffit, pour cela, que 

gi — a Oi -h d t (1=1,2, 3 ). 

On trouve alors que Fequation ( 1 ) prend la forme 

( 4 ) A 2 <p f A3 ©| <01(13202 + B 3 <p 3 ) -f- Cl©!-)- C 2 <p 2 H— G3 Cp 3 -f- D = O, 

ou A 2 et A 3 , necessairement de meme signe , peuvent toujours etre 
pris positifs. 

Les huit coefficients de Fequation (4) s expriment en fonction des 
douze coefficients ai , c;, d [ ; on voit, lorsque les premiers sont 

donnes, qu'on dispose de quatre conditions arbitrages pour la deter- 
mination des seconds. On ne saurait toutefois, dans le cas general, 
choisir ces conditions supplementaires de facon qu’il en resulte des 
sujetions particulieres pour les echelles. Par exemple, on ne saurait, 
en general, faire c 2 = c/ 2 — c A — d 3 = o, parce que les supports des 
echelles (z 2 ) et (z :} ) seraient alors coincidents, ce qui exige une rela- 
tion particuliere entre les coefficients de Fequation donnee. 

La parite de signe de A 2 et A 3 introduit une sujetion dont on peut 
s’affranchir, lorsque Fun des coefficients B 2 ou B 3 est mil, grace a un 
artifice signal e par M. (jcreevanolf ( 1 ). 


( 1 ) Loc. cit p. 29 . 
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Supposons done A 3 negatif, en posant A ; , = — A' } , et, de plus, 
— o. Inequation secrit alors 

A 2 cp 2 -i~ A 3 o| -+- B 2 9 1 9 2 ~ t - G i © | — (— 0 2 cp 2 “l— C » © 3 -I - D = ( > . 

Definissons alors la fonction par la relation . 

K ? I G a o 3 = — -4- 73 •!/;» 4 - 4 , 

♦ 

les coefficients du second membre etant arbitral res (ce qui per- 
mettra d'en disposer de facon que reste reelle dans le sens consi- 
dere) et a ;{ >> <>. 

L equation devient alors 

A 2 9 •> — ' 7 - ^ 3 - H B 2 © j 0-2 — |— Gj ©1 — Co Cp2 4 " '(:i ^3 -l - t) — f— A. - = O. 

Elle renlre ainsi dans le type (4). 

Exemple : Resolution de V equation du second degre. — Soil l’equation 
du second degre, ou le terme constant est suppose negatif, 

z--\- pz — q — o. 

Elle rentre dans le type (2) ci-dessus lorsqu’on prend 

z \ = P) ~2 = 7 > ^3 = z, 

avec 

'? i r- />, ¥2 = q, = 2 2 , ~ z, y 3 = 1 j 

d’oii Ton tire 

/i= - ’ <sl= <>, 

/ 2 == ()? gi==>Jq, 

/ 3 ==— , 8 , ^ 3 =<>. 

La valeur trouvee pour montre pourquoi on doit supposer le terme cons- 
tant negatif ( 1 ). 

Les ecbelles obtenues sont done definies par 


(P) 

P 

x — — > 

2 

y = 0 (ecbelle centrale), 

(9) 

II 

II 

(«) 

X = — z. 

y = <>• 


(>) Dcs n* strictions de ce genre evistenl cliaque fois qu’on a recours a mi modi* 
de representation quadratique, et c’esl une des prineipales raisons de la superiority 
des modes de representation pureinent project ifs. Toutefois la representation qua- 
dratique perinettra parfois (et c’esl iei It* ras ) de suhstituer des eehelles recti I ig lies, 
faciles a graducr, a certaines eclielles eurvilignes. 
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L’echelle centrale (p) et l’echelle (3) se reduisent a des eehelles metriques 
portees sur O x, a partir de 0 , 1 ’une dans un sens, I’autre dans l’autre, la cote 
de la seconde etant, en valeur absolue, inoitie de celle de la premiere au meme 
point. 

Quant a feclielle (q), elle est bien facile a reporter au compas sur Oy. II 
suffit de remarquer que, pour z = q , on tire de 1’equatiou donnee p — 1 — q. 
Done, prenant comine point central Ie point cote 1 — q de reclielle ( p ), il 
suffit d’amener la seconde pointe du compas sur le point cot ejj de l’echelle (z), 
puis de la reporter sur Oy pour avoir le point de meme. cote de l’echelle (q). 
G’est ainsi que M. Gercevanoff a construit le nomogramme que reproduit la 


Fig. 

160. 


10 

9 

8 

7 

✓ 

](q) 

/ 

/ 

Z 

1 

t 

1 

1 

10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -J JZ _i 

t 1 i 1 1 1 . 1 

(r) \ 

0 1 Z 3 k 5 6 7 P >9 jri 


jz ; c 

°(z)-’ 2 - 3 -* - 5 


figure 160, oil le cercle marque en pointille correspond a l’equation 

s 2 -+- 3, '2Z — .5 = o, 


donl les racines sont 


s' = 1 , 1 5 et z" = — i ,35. 


II. — Systemes cotes mobiles. 

133. Generalites. Plans superposes. Elements mix Les. — Dans 
ce qui precede, les elements mobiles etaient des elements depourvus 
de cote, compris sous le ternie generique d’index, qui servaient a 
etablir certains modes de liaison entre des elements appartenant a 
des systemes cotes figurant de facon invariable sur la partie lixe du 
nomogramme. Rien n’empeche de supposer que la partie mobile, 
generalement realisee sous forme d’un transparent, porte elle-mcme 
certains elements cotes qui, une fois mis en place, interviennent dans 
la lecture du nomogramme au meme litre que les systemes fixes. 

Les deplacements les plus generaux du plan mobile rJ sur le plan 
fixe - sont a trois degres.de liberte. Pour fixer la position de tc' sur tz 
on pourra done disposer des valeurs de trois para metres; on pourra, 
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par exemple, en supposant le plan tz pourvu de trois eclielles respec- 
tivement graduees au mojen des valeurs de ees parametres, faire 
passer des index marques sur tz' par les points ayant pour cotes sur 
ces echelles les valeurs qu’on se sera donnees pour ces parametres. 
Les elements cotes de tz’ dependront done, unc fois mis en place, de 
trois variables de plus qu’il n’j en a pour les coter sur tJ . Par 
exemple, les points d une echelle ponctuelle de rJ , line fois mis en 
place, dependent sur 7 : de quatre variables ; ceux d’un reseau de points 
a deux cotes, de cinq variables, etc. Gela fait entrevoir les ressources 
que Ton pourra tirer de l’emploi de systemes cotes mobiles en vue 
de representer des equations a un plus grand nombre de variables, 
d’autant plus que l’on peut supposer les divers systemes cotes, a 
fixer sur 7:, traces sur des plans independants les uns des autres tz ' , 
tz\ . . . , tous mobiles par rapport a tu. 

11 va sans dire que ces plans tF, tz" , . . . pourront n’ a voir sur t: que 
des deplacements a un on a deux degres de liberte. Les deplacements 
a un degre de liberte les plus simples seront evidemment les transla- 
tions paralleles a une direction fixe et les rotations autour d un point 
f ixe (dont les precedents peu vent n’etre regardes que com me un cas 
particulier) ; ceux a deux degres de liberie les plus simples seront 
les translations generales. 

D autre part, les deplacements du plan tz sur le plan tz sont encore 
aptes a definir ce qifon pent appeler des elements mix les, e’est- 
a-dire des elements qui sc trouvent cotes, ou meme (‘ngendres, du 
fait de la position relative des deux plans : par exemple, une ligne 
non cotee de tz qui emprunte la cote d’un point de tz par oii elle 
passe; ou un point d’un support sitin'; sur tz qui, par l’intermediaire 
d une ligne tracee sur tJ , emprunte la cote d’un autre point de — ; ou 
meme un point provenant de la rencontre d’une ligne cotee sur tz el 
d’une ligne cotee sur if, .... 

Nous allons, dans ce qui suit, en nous bornant a des cas simples, 
interessant plus directement la pratique, ctudier quelques exemples 
de ces diverses facons d’utiliser les systemes mobiles. 

A. — SYSTliMES MOBILES A UN DEGRE I)E LIBERTE. 

134. a Systemes a translation. Echelles sflissan tes . Regies a 
un tiroir. — Considerons trois axes paralleles Q^x-*, 0 3 .r 3 tels 
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que celui du milieu puisse glisser entre les deux autres ( fig . 161). 
Si l’origine 0 2 est amenee en face du point d’abscisse x { et si le 


Fig. 161. 



(Z,) 

1 < 1 ! 1 

1 » ! 1 ( — 




1 (Z,2) 

t • . 0 ! 1 : 

(till! 



2 " 





( ^ 3 ) 




point d’abscisse vient alors en face du point d’abscisse x s , on a 

OC i — j— 00 9 00 -^ . 


Si les trois axes portent respectivement les echelles definies par 


on aura done 


= yfu 
x -i = yfi, 
^3= yfi, 

/i -+■/% = /* 


De la un mode de representation nouveau pour les equations de 
cette forme, au moyen d’echelles glissantes. 

On pourra realiser materiellement le nomogramme correspondant 
en gravant les echelles ) et (z a ) sur la face superieure d’une regie 
dans laquelle on engagera un tiroir a glissiere portant l’echelle (,s 2 ). 
On retrouve ainsi le type d’instrument connu sous le norn de regie 
a calcul. 

La plus simple de toutes est celle qui permet d’effectuer la multi- 
plication en traduisant V equation de cette operation mise sous la 
forme 

l°g^3 = -+• logZ 2 . 


Gomme ici les echelles (^y) et (s 3 ) sont identiques, on peut les 
sup poser confondues. La regie a calcul ainsi obtenue, qui se trouve 
aujourd’hui entre les mains de tons les techniciens, est d’un usage 
trop courant pour que nous croyions devoir nous y arreter davan- 
tage (' ); il nous a suffi de faire voir comment elle peut etre rattachee 
ala theorie generale des nomogrammes. 


(') Pour plus de details, voir notre Instruction sur I’usage de la regie a calcul 
dont une 2° edition a paru en 1921 ehez Gautliier-Villars. Nous rappellerons simple- 
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Parmi les equations du type \oulu, on pent encore citer celles qui 
se rencontrcnt dans le ealcul des profiis de remblai et de deblai 
lorsqu’on les a tnises sous la forme logaril hmique (n° 110 ). 

Une regie pour ee genre duplication a etc eonstruite par 
M. Toulon ( ' ), une autre par M. Paulin ( 2 ). 

Tons les calculs usuels que com porte l’ctude d’un ouvrage en 
beton arme ont etc reduits, par le professeur J. Rieger, de l'Ecole 
Poly technique de Brtinn, a Dosage d’une regie unique, fort bien 
etudiee, dont le tiroir est muni d un assez grand nornbre d’echelles 
que l’index du curseur permet de mettre en liaison avee les eehelles 
portees par la regie elle-meme. 

De meme qu’on la vu a propos da litres types de nomogramme, 
les eehelles d’une regie a calc ttl pourront, le cas echeant, etre frac- 
tionnees. En void un exemple bien simple : 

Supposons que la partie utile de l’echelle ( 5 ,) deborde la 

partie utile de l’echelle (z 9 ) (fig* 162 ). A partir de la perpendicu- 
laire a O K x x menee par 0 ;{ , reportons en O' A' la portion O, A, de 
l’echelle ( 5 ,), et fixons au tiroir un index O', dont la distance au 
trait origine 0 2 de Fechcllc ( z 2 ) soit precisement egale a 0 1 A t . 11 
est bien clair que lorsque le trait () 2 marquera sur 0,A, le point 


merit que le principe de la regie a raleul fut propose par Wingate des l’epoque ou 
Gunter imagina la construction des eehelles Jogarithmiques, soit des le debut 
du xvii" sieclo. I/usage de la glissierc, introduit par Seth Partridge (1G71), fut 
rein veil le par Leadbetter (1750). C’est vers 1 8 1 5 que les freres John, de Soho, brent 
de la regie a cal cu l l’objct d’une fabrication courante. Introduitc en France par 
Joinard en i8:?i, cette regie y fut eonstruite par Lenoir, qui la perfeclionna dans 
ses details, ainsi que ses successeurs, Gravet-Lenoir et Tavernier-Gravet. De norn- 
breuscs variantes en ont ete imaginees depuis lors, ollrant certains avantages spe- 
ciaux. On trouvera a ce sujet quelqucs details dans la brochure 0.8 ( p. 5 a a 66) et 
dans Particle Calculs numeriques de V Encyclopedic des Sciences mathematiques 
(t. 1, vol. fasc. 3 , p. de Pediiion franeaise). Nous rnentionnerons, en outre, le 
nouveau type de regie propose par M. Wargniez qui, par l’introduction, sur le tiroir, 
de la courbe exponentielle qui equivaut (suivant < c qui a etc vu au n° 12) a une 
echelle logarithrnique, est parvenu, sous des dimensions Ires restreinles, a accroitrc 
sensiblement {’approximation fournic par la regie. 

II eonvient aussi (Pobsei’Yei 1 (|ue le meme primdpe theorique pi'ut encore etre 
applique au moyen de la rotalion ndatiNa* de eereles c-onccntriques munis d<‘s 
m ernes graduations que les regies et leurs tiroirs. Ce dispositif, adopte des 1 63 a par 
Oughlr<‘d, se retro uve dans divers inslruuuuils modernes, eomme eeux d<* M. John 
Fuller ( Computing telegraph ) et de M . Boucher ( Cercle d calcul). 

( ') Voir le Cours de Routes de M. Durand-Claye (2° edition, p. 56 1 ) . 

( J ) Portefeuille des conducteurs des Fonts et Chaussees , t. XXI, 1889; p. i 33 . 



REPRESENTATION AU MOYEN d’eLEMENTS MOBILES'. 


^97 

affecte d’une certaine cote z i, l’index 01 marquera sur O, A', le trait 
affecte de la meme cote. On pourra done supprimer la portion 0 ( A, 
de Fechelle (z t ) en la remplacant par O' A\ de facon a limiter les 
deux echelles (5,) et (33), portees par la regie, a line meme perpen- 
diculaire a la direction de cette regie. 

O \ ■ 

Fig. 162. 

Olj I hmim I I i 1I1 f, j Li LJmJLmLmLmi 

L Al | I In— lm il mmLmim I I i I 1, L , 1 , Ul.„ L 1..UU .1 , \ ■ I J , J.-iw, km I JOj 

..... j UUULJ 11 J I- 1 1 .-I > I . . i i i _ i i-i- i. i . ^ 

i o: 

0 3 l ; mkmi* ■», I kULLl LJ-i ■ ImL li 

Lorsque le trait 0 2 se trouvera engage entre les echelles de la 
regie, on se servira de ce trait pour prendre le point 3 4 sur la 
portion A,#, de l’eclielle correspondante. Lorsque le trait 0 2 se 
trouvera en dehors des echelles de la regie, e’est avec Findex 0 !, 
qu’on prendra le point z t sur le segment O', A',. 

II est bon d’ailleurs d’observer que, dans beaucoup de cas, les 
traits de la portion 0|A, prolongeront exactement ceux de la 
portion A, x K qui pourront des lors servir a definir la seconde partie 
de Fechelle, pourvu qu ils soient munis dune seconde chilFraison (’). 

Onpeut, bien evidemment, remplacerles trois echelles simples ( 5 ,), 
(s 2 ) et (z ;t ) du numero precedent par des echelles binaires 3 /( ), 
(z o, z< } ), (s 3 , z fi ). On a ainsi, au moyen d’une regie portant les 
echelles (s 4 , 3 . 4 ), ( 53 , 5 f> ) etmunie d’un tiroir portant Fechelle (s 2 , 3 3 ), 
la representation de Fequation 

/ 

Pour mettre en correspondance les points de l’une a Fautre echelle, 
on peut avoir recours soit a une equerre dont un bord est mis en 


(’) La regie a calcul fractionnee, imaginee et realisee des 1 85 1 par le lieutenant 
Mannheim (depins lors colonel), a, dans la suile, etc renouvelee, sous des formes 
diverses, par plusieurs auteurs, notamment par MM. Everett ( Universal proportion 
Table), Scherer ( Reclientafel ), Derivry ( Carte a calculs), Thacker et Billeter 
( Cylindres d calcul). Alin de donner a un tel instrument dc calcul un grand deve- 
loppement sans avoir recours au fraetionnement, le professeur Georges Fuller, de 
Belfast, en a enroule les echelles le long d’helices tpcees sur un eylindre de revo- 
lution ( Spiral slide rule; voir 0 . 8 , p. 60). Les trois derniers instruments cites 
realisent des sortes de nomogrammes a trois dimensions. t) ’a pres M. Favaro, la 
premiere echelle helicoTdale aurait, des itiao, etc construite par Milburne. 
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coincidence avec un bord de la regie, soil a un curseur portant un 
index perpendiculaire a la direction de la regie el qui se deplace le 
long de cette regie. 


135. Regies ci plusieurs tiroirs . — Au lieu d’un seul tiroir, on 
peut munir la regie de plusieurs tiroirs glissant les uns contre les 

Fig. i63. 



autres {fig. i63). Si la regie porte les eclielles (z t ) et (z„) definies 
par 

#1 = [J- fi , 

Xn = \J-fn , 

et si les divers tiroirs portent les eclielles 

•^2 = 

^3 = 

* 1 

•T n—\ — - 1 > 

on voit que si Ton arrete l’origine 0 2 en face du point 0 3 en face 
du point z 2l . . ., O ra ._ t en face du point z n _ 27 et si le point z n _ K se 
trouve alors en face du point z n , on a 

./l + fi "+■ ••• 

On obtient done ainsi un nouveau mode de representation des 
equations de ce type. 

On pourra, bien evidemment aussi, comme dans le cas precedent, 
remplacer une ou plusieurs de ces eclielles simples par des eclielles 
binaires. 

Exemple : Regie a calcul pour la traction d'une locomotive. — Si v 
represente la vitesse en kilometres par heme, q le poids en tonnes de ehaque 
vehicule remorque, a Finclinaison de la voie sur l’horizon, le nombre n des 
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vehicules que peut remorquer une locomotive de type connu est donne, 
d’apres M. A. Frank, par la formule 


A 

/ — r B p 2 + C — D sin a 

\/v 

Qq •+■ F p 2 — 1000 <7 sin a 


od A, B, G, D, E, F sont des constantes numeriques dependant de la loco- 
motive eonsideree. 

Cette formule a ete representee par M. F.-J. Yaes, au moyen d’une regie a 
trois tiroirs de la maniere suivante ( 2 ) : 

Si l’on pose i 

A 

^F+Bp 2 +C =/i(p) 
et 


1 


D sin a 

M?) 


= /•><>> a), 


£</-+- Fp 2 ==/ 3 (p, cj ), 


1 000 q sin a 

'~1 W7T) ? ’ 2)> 


on voit que la formule eonsideree peut s’ecnre 

n= a ) 

OU 

logra = log/ 1 (p)-Hlog/ 2 (p, a) — log/ 3 (e, q) — log/ 4 (p, q, a). 

Sous cette forme, on reconnait qu’elle rentre dans le type general ci-dessus. 
On pourra done la representer au moyen d’une regie portant les echelles 
paralleles 

,r 0 = p. log /I, 

&i= p. l°g/i(>) 

(ji.etant un module quelconque), entre lesquelles on fera glisser des tiroirs 
munis des echelles multiples «defmies par 

a?2= , plog/ 2 (p, a), 

^3= — [T log/3 (c. q), 

&* = ~ p-log/ 4 (e, q, a). 


Les deux premieres sont des echelles binaires ; leur execution n’offre done 
aucune difficulte. On pourra d’ailleurs, pour I’une comme pour 1 ’autre, 
prendre pour lignes cotees (p) des paralleles a l’axe des x. 


( 1 ) Studies over trekkracht van Locomotieven en weerstand van treinen ( De 
Ingenieur , avril 1987). 



4oo 


C11AIMTRE VI. 


La derniere est unc echelle ternaire; inais lien n’empcchera de construire 
sur difterents tiroirs interchangeable* les echelles binaires obtenues en attri- 
buant a a difierentes valeurs fixes si celles-ci ne sont pas trop nombreuses. 
On se servira, dans ebaque cas, du tiroir portant Iechelle (p, q ) correspon- 
dant a la valour de v. consideree. Si, dailleurs, les echelles (p, q) correspon- 
dent a plusieurs valeurs de a n’empietent pas les unes sur les autres, on 
pourra les tracer sur le memo lirorr, ee qui est le cas pour Pexemple nume- 
rique auquel se rapporte la figure 164. Cette figure reproduit un fragnaent de 
la regie construite par i\I. Vacs avec les donnees 


A = 

l 4 q)fi, 

D = 63 000, 

B = 

^ ■> ® / 7 ^ 1 

E = 2 , 5 , 

C = - 

- r> , f> 

F — 0,0047 


La regie meme porte les echelles I et V relatives 1 ’une a p, l’autre a n. 
Cette derniere a d ailleurs etc fractionnee ainsi qu’on l’a explique a la fin du 
numero precedent. 

Les tiroirs II et III portent des echelles binaires (p, a) et (r, q ) pour 
chacune desquelles les lignes (e) sont des j > a ra 1 le les aux bords de la regie. 

Le tiroir IV porte trois echelles binaires ( p, q) correspondant respective- 
merit a a = — 1 00 , a = et a = -J — echelles pour chacune desquelles les 
lignes p, toujours parallelcs aux bords de la regie, sont les memes. 

L’usage de la regie pent se resumer ainsi : On fait correspondre le 
point (p, a) de V echelle It an point e de V echelle /, puis le point (p, q) 
de V echelle Jit d Voripine de V echelle //, puis le point (e, q) du 
gt'oupe a de V echelle IV d V origine de V echelle III ou d V index ter- 
minal , marque sur cette echelle non loin de son extremite si son origine 
est trop eloignee (ee qui est le cas sur la figure 164). On n'a plus quid lire 
la cole clu trait de Vechelle V qui se trouve en face de l’ origine de 
V echelle IV, cette lecture se faisant le long du hord exterieur ou du 
hord interieur suivant que , pour mettre en place Vechelle IV, on s’ est 
servi de V origine ou de V index terminal de Vechelle III. 

II va d’ailleurs sans dire que, puisqu’il s’agit ici d’un nornbre de vehicules, 
on prendra pour n la valeur entiere la plus voisine de celle qui serait exacte- 
ment donnee par I’origine de I echelle IV. 

Par excmple, sur la figure it‘> 4 , la disposition des tiroirs, qui correspond aux 
donnees 

1 


p = Go kl 


montre que I’on a 


q = 1 V 1 ’. 


n = 1 1 . 


a — 


400 


136. Syste tries d rotation. Echelles tournantes. — Apres les 
sjstemes a translation, les svstemes mobiles les plus usuels sont 
ceux a rotation. 



REPRESENTATION AU MOYEN d’eLEMENTS MOBILES. 4 01 












1 02 


CIIAPITRE VI. 


Pour commencer par Fexemple le plus simple, prenons une 
echelle (^\) pivotant autour dun de ses points sur le systeme suppose 
fixe des droites paralleles menees perpend iculairement a sa direction 
primitive Ox ( 1 ) {fig. i(35). 

Si 1'echelle (;, ) cst definie par 

b = Afu 

la perpendiculaire a Ox passant par le point z t a pour equation 

x — pc fx coso). 

to elant Fannie que Ox fait avee 0,r. 


Fig. i 65. 



Supposons tracee sur le plan du no mo gramme une courbe porlanl 
une graduation quelconque (z- 2 ). 1/ angle to est evidemment fonetion 
de la cote z 2 du point par lequel passe le support Ox' de lechelle (s 4 ), 
ou un index quelconque invariablement lie a ce support. On peut 
done poser 

coso) = / 2 

<*l , par suite, 

* = p-ftfi- 

L’cnsemble de l’cclielle mobile (s 4 ) et de l’cehelle fixe- (s 2 ), qui 
peut etre dite echelle de repera-ge , equivaut done a une echelle 
binaire representative de la fonetion f \j* le long de Ox. 

Nous n’avons fail aucune hypo these sur la nature du support de 


(‘) Une telle echelle peut etre eonsideree coniine derivant du type general des 
nomogrammes polaires ( n° 18) lorsque I<*s courbes cotees <Je celui-ci deviennent des 
droites perpendieulaires a I'axe Ox. 
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Fechelle curviligne (^ 2 )* H va de soi cjue, dans la plupart des cas, le 
mieux sera d’adopter un cercle de centre O. Quel que soit d’ailleurs 
■ce support, la graduation s’en fera bien aisement au moyen de la 
relation ecrite ci-dessus, qui lie z* a w. Dans le cas d un support 
circulaire, la graduation (z 2 ) est bien evidemment telle que sa projec- 
tion sur-O-r soit Fechelle meme de la fonction f 2 , construite avec un 
module egal au rayon du cercle. 

En vue de representer au moyen d’une echelle tournante les fonc- 
tions de la forme -b g\ , M. Lallemand, a propos de Fapplication 
donnee ci-dessous, a eu l’idee de decrire, sur le plan de Fechelle 
mobile (5,), de chaque point z t de cette echelle comnie centre, un 
cercle de rayon ug-,. La perpendiculaire a Ox, tangente a ce cercle 
cote z { , est alors 

x = 

le signe entre parentheses etant -f- ou — suivant qu’il s’agit de la 
tangente a la partie'du cercle concave ou convexe vers Oj'. 

En accolant a l’axe Ox deux echelles telles que celle-ci, on voit 
qu’on aura la representation d’une equation de la forme 

pour laquelle une autre methode a ete exposee au n° 97. 

Remarque . - — II suffit de remplacer Fechelle ( 5 Q par une echelle 
binaire (z t , z 3 ), et Fechelle (z 3 ) par un reseau de points a deux 
cotes (z 2 , Zji), pour avoir, par les perpendiculaires a Ox, Fechelle 
de la fonction f t f 2t . 

Exemple : Correction des mires da nivellement. — La correction E d’une 
hauteur de mire est donnee par la formule 

ri= ( !i ^r) H+/(H) ’ 

oii H represente la hauteur lue, exprimee en decimetres, p Findice de compen- 
sation au moment de la lecture, \x d l’indice de compensation au depart, c’est- 
a-dire une constante, y(H) une fonction definie graphiquement par la traduc^ 
tion en diagramine des resultats de l’etalonnage. 

L equation precedente defmit done la correction E en fonction de H et de p. 
Une correction analogue etant aflerente a chacune des deux mires, la diffe- 
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rence tie niveau II" — II' devra etre corn* gee de la quantile 


\ J " — i At 


■/*(«') - 


II') . 


Cette equation rentre dans le type envisage a la fin du n° 13-4. On peut done 
la representer au nioven d’une echelle simple a translation (s) glissant 1c long 
de deux eclielles binaires fixes (/, H') et ( p", II"). 

Le o de becbeUe (e) etant amene on face du point ( p', II'), le point de 
Pechelle (s) qui se trouvera en face du point (p", II") fera connaitre la cor- 
rection cherchee. 

Or, les fonctions representees par Ics eclielles binaires ( p', II') et ( p", II") 
sont du type considere en second lieu au numero precedent lorsqu’on fait cor- 
responds respecti veinent les Jetties II et p aux leltres z-i et c 2 et que I’on 
definit les fonctions /i,/ 2 , par 

/i-U, 


,sV~/(H)- 

Chacune de ces fonctions pourra done etre representee par une echelle tour- 
nante portant des ccrcles de rayon /(H) pour II, et une echelle de reperage 
pour jjl. 

II suffira de disposer ces deux eclielles sur un meme ]>1 an , de fagou que leurs 
origines O' et O" soient sur une meme perpendiculaire a la direction de la 
translation de l’echelle (z) pour constituer le nomogramme demande. 

C’est ainsi que iVl. La Hern and a const ruit celui que re presente la figure 1 66 ( 1 ), 
et qui est en usage an Service du Nivellement general de la France. 

Chacune des eclielles (II') et (II") est dessinee sur un seeteur mobile res- 
pcctivement autour de O' on de 0", et qui tourne devant Lechelh' (/) ou(p") 
correspondante. 

L’index i' ou i" de ee seeteur mobile est amene en face de la valeur de \x 
ou p." se rapportant a l’operation dont on veut coriiger le resultat, valeur qui 
est donnee en centimillimetres. Cornine cette valeur ne vaiie pas sensiblcmcnt 
dans le courant d’unc journee, pour (dfectuer la coi rection des lectures faites 
dans cette journee, on fixe d une inaniere in\ariabl<“ les secteurs, sur la plan- 
chette qui porte le nomogramme, au moyen de punaises P' et P". 

L’echelle de la correction (e), graduee en decimillimetres et gravee sur une 
plaque de celluloid, est indiquee en point i 1 1 e sur la figure ( 2 ). Ses deplace- 


0) Sur cette figure, empiuntce a un ouvrage oil les notations ctaient difTerentcs, 
on doit lire O', IP, ;ji', O", II", u", au lieu dc O,, II,, g n 0„, II.,, g... 

( 2 ) Cette ecludle prelc a Pohsi rvalion que voici : Coniine on n’a besoin que des 
valours arrondies d<‘ s, au lieu d’elcver, au support de Pechclle, d(‘s perpendiculaires 
par les points de cote ronde, on Ics inene par les points moyens entre c(*ux-ci, en 
constituant dc cctt(‘ facon des cases a lout rinleriimr d«* chacune desquelles s’ap- 
pliijue la cot<“ ronde qui s y trouvi' comprise. 
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echelles ( jut' ) et ( jjl" ) et l’horizontale o dc l’echelle transparente etant amenee 
tangentiellement au cercle cote n dc l’echelle (H'), on voit que la tangente 
horizontale au cercle cote 24 de l’echelle (H") correspond a la division 40 de 
I’echelle transparente. On a done ici 

£ = 4o dm . 


137. Exemple d' elements mixtes engendres par une rotation : vibration 
de la lumiere diffusee. — Cet exemple est emprunte a la These du lieute- 
nant-colonel (alors capitaine) Lafay pour le doctorates Sciences physiques (* ). 

ell* designant un angle qui definit la vibration rectiligne incidente, un 
angle qui definit la direction du grand axe de la vibration elliptique diffusee, 
les memes lettres affectees des indices c et 2 les memes angles pour le cas oil 
la vibration diffusee devient rectiligne, a et b des variables liees aux directions 
des rayons incidents et diffuses et dependant de la nature de la surface, l’equa- 
tion a traduire en noraogramme est 

sin 2 ( — d ? 2 ) sin 2 ( 0A0 — JLi ) sin 2 ( ^ — c £\ ) sin 2 ( Jb — «Ao 2 ) 
a "* b 

— 2 sin (3'? — sin(^ — ( £ 2 ) sin( 2 <Jb — <A>i — <Jb 2 ). 


Posant 


*2 oil*) 

at- 


p_Ay 1 ■ 

cAo \ ' 

$1 

% 


ll 

O' lo 2 
cln 2 


a. 


= p, 


t 


on la transforme en 


2a , 

2 ,6', 


P) 


sin 2 (a'-f- (3') sin( [3 — a) sin 2 ( (3' — a') sin(a 
a 1 

= 2 sin ([3' — a') sin (a' 4 - [3') sin [3, 


et, M. Lafay a remarque que cette equation pouvait etre mise sous la forme 


sina 


tang (3 


cos a 


^ tang (3' — tanga' ^ tang (3' — tanga' 


tang (3 ' -h tanga' tang [3'-b tanga' 

ang (3'-h tanga' 
tang(3' — tanga' 


^ tang (3' -h tanga' tang [3' tanga' 

tanpfi' — tanp-nr' tang [3' — tanga' 


= o. 


( ) Annales de Chimie et de J^h/psi^U/ej sene, t. XVIj p. 5oo ( i8 99)* 
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On voit done qu’elle exprime l’alignement des trois points X, U, V definis par 


(X) 

(U) 

(V) 


sin a 

x = p , 

tang(3 

tang fi’— tang a' 
tang [i tanga 

x= tang ft' -4- tang 
1 tang (5 — tanga 


y = p cos a, 

tang 3' — tanga' 

<% r . , n <"> J H 

/ ' ^ r 1 7 ^ 

tang (j tanga 

, tang S'-h tanga' 
y = 2_L, 2 — . 

J ‘ tang (3' — tanga' 


p etant le module a la fois sur Oa? et sur Oy. 

Le point X, qui depend des deux cotes a et [3, est a la rencontre de la 
droite 

( y- ) y = p cos a 


avec l’ellipse 

(P) jy 2 -h a? 2 tang 2 [3 = p 2 . 

Les droites et les ellipses correspondantes, cotees sur la figure 167 respecti- 


Fig. 167. 



vement au moyen des valeurs de 








4 o 8 
et do 
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£ = X 

2 


- (nAoi 
‘2 


Jig 2 ) , 


soul faciles a tracer. 

Le point U cst, on le voit immediatement, a la rencontre de la seconde 
bissectrice des axes Ox et Oy avec la droite menee, par le point A (a? = — or, 
y — — a) dc la premiere bissectrice, parallelement a la direction OS dont le 
coefficient angnlaire cst 

tang (s' 
u — . 

tang a 


De raeme, le point V est a la rencontre de la premiere bissectrice avec la 
droite menee, par le point B(a? = b, y = — b) de la seconde, parallelement 
a la meme direction OS. 

Les points A et B donnent naissance sur les bissectrices a des echelles me- 
triques ( a ) et ( b ) faciles a marquer. 

Pour definir la direction OS, on peut tracer sur le nomogramme le 
resea u (a', [i') } defini par 

x — — [j. cot [3\ y = — i jl cot a', 


ainsi que cela a ete fait sur la figure 1 O 7 . La direction OS est alors celle qui 
va du point O au point (a', ( 3 '), et il suffit de mencr par les points cotes a et b 
des paralleles a cette direction pour obtenir les points U et V dont l’aligne- 
ment donne X. Pour n’avoir pas a tracer ces paralleles, on aura evidemment 
recours a un transparent portant des index paralleles equidistants suffisam- 
ment rapproches. 

Pinalement, le nomogramme se trouve ainsi constitue : le reseau (a, (3) des 
paralleles (a) a Ox et des ellipses ((3); le reseau (a', (3') des paralleles (a') 
a O^r et des paralleles (|5')aO/; les echelles metriques (a)et (b) ayant pour 
supports les bissectrices OA et OB des axes Ox et Oy. 

Le transparent a index paralleles permet de transporter de OA sur OB 
en U, et de OB sur OA en V, parallelement a OS (direction qui depend de a 
et |3') les points cotes a et b sur ces supports. 

11 n’y a plus ensuite qu’a prendre au moyen d’un index l’alignement des 
points U, V et (a, [j). 

fl est toutefois plus simple, ainsi que M. Lafay l’a remarque lui-meme, de 
recourir a une echelle (a', [i' ) tournante. 

Supposons construit sur un transparent, dont l’origine O' reste en coinci- 
dence avec O, et dont les axes O' x' et O ' y' sont d’abord en coincidence 
avec Ox et Oj', le reseau (a', J3') defini. par 

x' = p cot [i r , y ' = — [x cota', 

symetrique, dans cette position initiate, du reseau («', [i r ) precedent, par 
rapport a Oy. Lorsqu’on fera tourner ce transparent autour du point O, de 
maniere a amener le point (a', |3 f ) a se trouver sur Oy, il est bien clair que 
son axe Oy' se confondra alors avec la direction OS precedemment definie. 
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Par suite, les droites memes de ce transparent, paralleles a Oy r , qui passeront 
par les points cotes a et b, determineront les points U et V. 

Ce sont, en sotnme, les droites cotees ([s') qui, considerees independamment 
de leurs cotes, engendrent par leur rencontre avec OB et OA les points mixtes 
U et V dont, par leur intermediaire, les cotes a et b sont empruntees aux 
echelles de la partie fixe du nomogramme. 

Remarquons que, si la direction OS passe par le point (a', ( 3 '), la direc- 
tion OS', qui lui est perpendiculaire, passe par le point 

a; = p tang [ 3 ', y — — p tang a'. 

On obtient ainsi, dans le cas ou les variables et [ 3 ' sont representees sur 
la partie fixe du nomogramme, un nouveau reseau, que nous designerons 
par (a', [ 3 ')! ; il ne differe du precedent que par ses cotes, qui pourront etre 
inscrites a cote des premieres, mais en chiffres penches, afin de les en distin- 
guer nettement. 

Cela permet de ne faire usage que des points situes a l’interieur de 
Tangle AOB. Si, en efTet, la direction OS est exterieure a cet angle, la direc- 
tion OS' lui est interieure. On prend alors les droites AU et BV perpendicu- 
laires, au lieu de paralleles, a cette direction. 

Si Ton a recours a des points (a', [3') marques sur le transparent mobile, le 
reseau (a', [ 3 ')i, symetrique du precedent par rapport a O y, est defini par 

x' — — p tang ( 3 ', y' — — ptanga'. 


Puisque ici les droites AU et BY sont alors perpendiculaires a OS', elles sont 
donnees cette fois par les paralleles a O x ' , au lieu des paralleles a O y' . 
L’emploi du nomogramme se resumera done comme suit : 

On amene le point d’ intersection des droites cotees — ^2 

et a\ — ( T 2 du transparent sur l' axe O y. Si, pour que ce point soit a Vin- 
terieur de AOB, on a du lire ses cotes dans le premier systeme, on prend 
les points de rencontre U et V des bissectrices OA et OB avec les droites 
du transparent paralleles a O y’ , qui passent respectivement par les points 
cotes a et b. Si, au contraire, les cotes 1 ( £ — — d> 2 et q> l — ont 

lues dans le second systeme, on prend les points U et V au moyen des 
droites du transparent passant par a et b, mais paralleles a Ox'. 

Une droite tendue entre les points U et V coupe alors la droite 

cotee 1 sur une ellipse dont la cote fait connaitre : , 

d’ou, -jUj et 0., 2 etant donnes, Von deduit immediatement Jlo. 

Sur la figure 167, construite dans Thypothese d’un systeme (a', (3') fixe, on 
a, en traits pointilles, trace les droites AU et BV correspondant aux exemples 
numeriques suivants : 


i° Direction OS. 

Les donnees sont : 

a — i, 5 , b = o,4; 

1 —— 9 ^ ° ) ~t { 1 — cyL 2 ) == 4 o°; 

tp — <%\ — <$ , = 200°, = 5o°. 
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On lit sur le nomogramme 

a, — i(cA,,-+-cl> 2 ) = 34°, 

d’ou 

— 84°. 

9 ,° Direction OS'. 

Donnees : 

a — i, 5 , b = o ,4 \ 

<P, — # 2 = 9 5 °, -S-(rA,i — «JW, 2 > = 4 o°; 

2 — a\ — ^2 = 34o°, i ( X, •+• -A, 2 ) = 5o° 

On lit sur le nomogramme 

<A> — Y ( <A>x — f~ - l-i 9 ) == 67°, 

d’ou 

<X — 1 1 7 0 . 

On remarque aussi sur la figure 167 des hyperboles tracees en pointille et 
marquees 8. Leur signification est la suivante : 

Aux variables a et b est liee la variable 8, difference de phase introduce 
par la diffusion entre les deux composantes d’une vibration, par l’equation 

ab — cos 2 8. 

Or, les distances OU et OV des points U et V a l’origine sont donnees, 
d’apres les expressions ecrites plus haut des coordonnees de ces points par 


Done 

OU.OV = ’iab = 1 cos 2 6. 

11 en resulte que la droite UV est tangente a une hyperbole ayant 0.r 
et Oy pour asymptotes. Ce sont les hyperboles correspondant aux diverses 
valeurs de 0 qu’on a tracees en pointille sur la figure 1G7. Celle d’entre elles 
qui est tangente a la droite UV fait connaitre la valeur de 8 ( 1 ). 

B. — Systemes mobiles a deux degres de liberte. 

138. Sy steme a double translation. Resolution des equations 
trinomes a exposants quelconques. — On peut combiner la trans- 
lation de Uechelle dans le sens de sa longueur avec une translation 
perpendiculaire a cette longueur. 

( 1 ) Ce complement du nomogramme renlre, commc l’on voit, a une liomographie 
pres, dans le type des abaques tangcntiels generaux ( n° 59). 


OU - a s/'i 


tang(V — tanga' tang ( 3 ' -+■ tang a' 

— 7 , UV =0 1/2 — — 7 

tangjs ■+• tanga tangji — tanga 
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Si, par exemple, nous prenons un nomogramme a points alignes, 
constitue au mojen de trois echelles rectilignes paralleles (Gh. IV, 
sect. II, A), nous pouvons rendre chacune des trois echelles mobile : 
i° dans le sens de sa longueur; 2 ° dans le sens perpendiculaire a 
cette longueur. 

Pour definir la premiere translation, on peut accoler a l’echelle (s,) 
tine echelle (z 2 ) donton amene un point de cote donnee sur l’axe Ox] 
pour definir la seconde, il suffit de faire passer le support de 
l’echelle {z 2 ) par un point de cote donnee sur une echelle (z 3 ) accolee 
a Ox. Des lors, les coordonnees du point Z\ sont 

y = f*i (/i —/a), X = [x 2 / 3 . 

Par suite, en supposant les modules p., et [a 2 les memes pour les 
diverses echelles paralleles, on voit’que l’alignement des points z t , 



Z/,,'Zr {fig. 1 68 ) donnera une representation de l’equation 

./i /. f s 1 

f 4 fa f 6 * t). 

fr—fs fi i 

Eli remplacant les neuf echelles qui viennent d’etre definies par 
des echelles binaires, on a un nomogramme a dix-huit variables. 

On pourra, sur les trois supports paralleles, supposer les 
echelles (z { ) et (z 2 ), (z A ) et (5 3 ), (z 7 ) et (z 8 ) respectivement 
confondues. 
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On pourra aussi attribuer a plusieurs des variables des valeurs constantes. 
Supposons, par exemple, le point z 7 constamment confondu avec l’origine et 
le point z k variable sur une echelle fixe. La forme correspondante de I’equa- 
tion sera, en supposant les fonctions f\ et f 2 identiques, 

fi—f* A 1 
A h 1 = ° 

O O I 

ou 

^ (/i ~~A ) ~ Af* — °> 

n etant une constante. 

En particulier, prenons pour /,, / 2 et j\ la fonction logarithmiquc, et 
pour A la fonction hz 3 . Nous aurons 

log Z j — IogZ 2 z 3 log -04 = O 

ou 

i - — 3? 2 ^ • 

Si Ton remplace les lettres z l} z 2 , et z !t . respectivement par s , m, \x et s, 
on peut decrire le nomogramme correspondant de la maniere suivante : 

L’axe Ox portant une echelle metrique quelconque , on lui eleve au 
point cote i une perpendiculaire sur laquelle on porte une echelle logci- 
rithmique fixe E dont le point i se trouve sur Ox; puis on aniene une 
echelle lo garithmique mobile E w , de meme module que la precedente 
et qui lui reste parallele , d passer par le point cote p. de O x, son point 
cote m se trouvant sur Ox. Si alors une droite , tendue a partir du 
point- O, coupe les echelles E et E /u aux points respectivement cotes z 
et 5, on a 

s = mzV-. 

Prenons une seconde echelle mobile E n pour laquelle nous remplace- 
rons 5, m , p. respectivement par t, n, v. Nous aurons de meme 

t — nz' J . 

De la l’ingenieux procede de M. L. Torres pour la resolution des equations 
trinomes d’ordre quelconque ( 1 ). Une telle equation peut toujours etre mise 

\ 

( 1 ) Ce procede graphique constitue le schema d’une curieuse machine concue par 
M. Torres Quevedo en vue de cetle resolution. On sait, au reste, que le savant inge- 
nieur espagnol a cree une nouvelle espece de machines a calculer, dites par lui algc- 
briques (par opposition avec les machines ordinaires diles arithrnetiques ), dans 
lesquelles des index relies mecaniquement se deplacent devant des echelles graduees 
realisdes materiellement de telle sorte qu’a chaque instant les cotes lues sous les 
index satisfassent a une relation algebrique donnee. Ce sont la, suivant la propre 
remarque de M. Torres Quevedo, de veritables nomogrammes mecaniques. 

Dans un Memoire vraiment fondamental, insere en 1901 au Recueil des savants 
etrangers de l’Academie des Sciences, ce savant ingcnieur a demontre que n’importe 
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mzV-zh n z' J — i . 

Disposons nos deux echelles E m et E w comme il vient d’etre dit {fig. 169). 
Si nous tendons a partir du point O une droite qui coupe ces echelles en des 
points dont les cotes s et t soient telles que Ton ait 

s ± t = 1 , 

la valeur de z lue sur Pechelle E, a son intersection avec cette droite, est 
une racine de 1’equation ci-dessus. 

Fig. 169. 



La disposition des echelles de la figure 169 repond au cas ou lVn* a 

m = 2,i, n = 6 , 5 , 

(j. = 4, v = 3 . 


quel calcul arithmetique ou analytique (comme i’integration des equations diffe- 
rentielles de type quelconque) pouvait etre efFectue a l’aide de tels mecanismes. 

Pour plus de detail sur l’oeuvre mecanique, vraiment extraordinaire de M. Torres 
Quevedo, nous renverrons a Particle que nous lui avons consacre dans la Revue 
generate des Sciences , 2 0 sem. 1916, p. 547. 
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On voit que la position de l’index marquee en pointille au-dessus de O.r 
coupe les echelles E m et \i, t en des points dont les cotes 0,11 et 0,89 ont 
une somme egale a 1. Par suite, la cote 

z — o , 5 1 

du point oil cet index rencontre l’echelle E est racine de l’equation 

2 , 1 x’+ 6,5.r :} = 1 . 

De meme, la position de 1 ’index marquee en pointille au-dessous de O.r 
.coupe les echelles ^ m et E /z en des points dont les cotes 200 et 199 different 
de 1 ( 1 ). Par suite, la cote 

z = 3,ii 

du point 011 cet index rencontre l’echelle E est racine de Pequation 

2, 1 x 4 — 6, 5x 3 = [. 

139. Extension de V usage de Vanamorphose logarithmique 
grace a une translation quelconque . Images lo garith miques . — 
Lingenieuse methode due a M. R. Mehmke ( 2 ) fournit des nonio- 
grammes qui comportent, comine on va voir, des systemes a transla- 
tion quelconque, par suite a deux degres de liberte. 

r 

Etant donnee une equation entre deux variables 

F 12 =o, 

M. Mehmke appelle image logarithmique de cette equation la 
courbe obtenue par anamorphose logarithmique (n° 26 ) de celle qui 
la representerait en coordonnees cartesiennes, c’est-a-dire celle qui 
est definie par 

a 7 .= plog*i, J = |2log^ 2 . 


u. etant un module quelconque. 

Gela pose, le principe de la methode peut s’enoncer ainsi : 

Les images logarithmiques d' une equation de la forme ( 3 ) 


— ! — Xj 1 — ! — O xj j — - — 


h „m'[ _j _ m m’" 


= 


( 1 ) Le nomogramme dont on s’est reellement servi eta it muni d’echelles logarith- 
miques dont celles de la figure 169 sont la reduction dans le rapport de 1 a 6 , 25 ". 

( 2 ) Civilingenieur , t. XXXV, col. 617 (1889), et Z. S ., t. XXXV, p. 174 (1890). 
Dans un Memoire plus recent, M. Mehmke a etendu rappliealion de ees ingenieux 
principes aux grandeurs complexes ( Z . S t. XL, p. i 5 ; 1895). 

( 3 ) L’anamorphose logarithmique ne s’appliquant qu’aux valeurs absolues des va- 
riables, il est necessaire de mettre en evidence les signes des differents termes. 
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que nous designerons par [c 1 , c\ c'" |, peuvent toutes s’obtenir 
par translation de V image logarithmique d une equation de la 
forme 


dr z'p z"p- dr zf' zf* dr z'f'z'f dr T z’fz'f 


o, 


que nous designerons par fv]. 

Supposons, en effet, ce systeme rapporte a des axes O’ x et O ’y' 
mobiles relativement aux premiers tout en leur restant respective - 
ment paralleles, et soient ,x 0 , y 0 les coordonnees de Forigine de ces 
axes mobiles, dans le premier systeme. 

Le point (z \ , z'.f) du systeme mobile aura done, apres la translation 
qui amene Forigine mobile en coincidence avec le point (a? 0 , y 0 ), les 
coordonnees 

X = x 0 -{- {j.\ogz\, y = y 0 -+- fJ-logSj 

on, en posant 

a*o= jJ-logXo, y 0 — [T log Y 0 , 

les coordonnees 

x = y — jo. Jog Y 0 a;. 

11 s’ensuit que, si ce point se trouve maintenant en coincidence 
avec le point (s,, z 2 ) du systeme fixe, on a 

Z i — Xq Z j , Z 2 Yq Z 2 .* 

Par suite, s, et z 2 sont lies par Fequation 


in., 

yi yj. 
YW, vm, 
0 1 0 


.’111 -nil 
' 1 


Z G) 




et il suflit de poser 


| X? .> 

X ml yyS 


in”; 


X m i V m n J 

yV 0 1 0 


= o, 


Y«i V" 7 - 

1 o 

v m\ \rinU 

V 0 1 0 ' 


C , 


xy»Y?» 
xy* y^ 


yX^Yy. 


pour que l’image [y ] transportee comme il vient d’etre dit coincide 
avec l’image [o', c " , c"'\. 

Remarquons que ces trois equations de condition, lorsqu’on se 
reporte a la definition de X 0 et Y 0 , peuvent s’ecrire 

(0 (m, — mi)a?oH-(m 2 — m' 2 )y 0 = |j.logc', 

( a ) ( "ii — "i'i )®o+( nii — m\ )y 0 = ix log c", 

c" 

( m , — mi ) Xq Hr- ( m 2 — m"' )y 0 = p. log -• . 


( 3 ) 
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Les equations (i) el ( 2 ) montrent que les droites C 7 et C, dont les 
coefficients angulaires ont respectivement les valeurs fixes — — 

“ 1 m 2 — mi 

Fig. 170. 



et ~ et qui passent par Forigine mobile (a? 0 , j' 0 ), coupent 


Faxe Of respectivement aux points dont les ordonnees sont 

ulogc' , . , ulogc" ... ,, 

y = = »* losc - 

l’equation (3) que la droite G w , dont le coefficient angulaire est egal 

a — — 1, et qui passe egalement par Forigine mobile (# 0 ? JKo)? 

coupe Faxe Ox au point dont Fabscisse est 

a c’" c'" 

x = - log— = »Tlog — = |Jt w logY w . 

m ! — ml °y 1 y r oi 


Gonstruisons le long de O y les echelles logaritbmiques (c 1 ) et ( c " ) 
de modules pi' et p/ 7 et le long de Ox Fechelle logarithmique (y w ) de 
module p 

Les trois remarques ci-dessus nous permettent alors d’obtenir faci- 
lement Fimage logarithmique f c\ c\ c"’\ lorsqu’on a construit sur un 
transparent le systeme des images logaritbmiques [y], ainsi que les 
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droites C', CT et G" {fig- 170), c I ue nous appellerons les index de ce 
transparent, 

II en resulte, en effet, que si le transparent , tout en conservant son 
orientation , est deplace de facon que les index G' et G soient 
amenes d passer par les poin ts cotes c' et c" respectivement sui' les 
deux echelles de O y (*), el si, dans cette position, l index G w 
passe par le point cote y w de l echelle de 0.r, l image [y I dont la 

cote y est egale a ^ coincide avec V image \c r , c" , c w J. 

On concoit, d’apres cet enonce, pourqnoi le systeme (y) peut etre 
dit fondamental pour les images [ c ', c" , c w ] . 

On pent, pour eviter le calcul de %r, ( 2 ), recourir a l’artiflce sui- 

‘ l 

vant : 

Les diverses positions de l’indexC w , quise deplace par allele merit 
ci lui-meme , donnent sur Ox, ainsi qu’on \ient de le voir, les 
valeurs de 


Nous pouvons construire le long de Ox une echelle binaire de 
eette fonction (n° 50 ) en prenant, pour definir cette echelle, un 
axe Of par allele a la direction fixe de G” . Cette echelle sera, 
des lors, definie par 

y = V-" hgy 

et 

to I ttf 

x +-y = jj. iogc , 

et la determination de y, une fois le transparent mis en place an 
moyen de c et c" , se reduira a ceci : la cote y est celle de V horizon- 
tale de l echelle binaire (y, c" r ) passant par le point oil la droite G" 
coupe V oblique cotee c !,t , 

On concoit immediatement comment ce principe permet la resolu- 

(') Pour fixer avec precision la position du transparent, il est bon de constituer 
celui-ci d’une matiere rigide (celluloid) ayant un bord parallele a Oy et un 
bord B 2 parallele a C'. Le bord B, etant applique sur Oy, on le fait glisser le long 
d’une regie jusqu’a ce que C' passe par le point (c‘) de Oy, puis on applique une 
regie le long du bord B 2 et Ton fait glisser le transparent contre cette regie jusqu’a 
ce que C" passe par le point (c"). 

( 2 ) II est a peu pres aussi simple, et cela a Pavantage de degager le tableau, d’ef- 
fcctuer ce petit calcul auxiliaire, soit au moyen d’un des nombreux nomogrammes 
pour la multiplication decrits dans cet ouvrage, soit au moyen de la regie a calcul. 
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tion d un systeme de deux equations simultanees telles que 



-m\ ^ m i i n ^rn'i „ui\ -4- 

^ ^ I -^2 — — C v j x? g — — 


W m?' 
C ^ 


O, 


dz 


»'\ ,,«» -4- jrr „n\ _«'i _f_ 
l„-« 2 — -<* i -*> 2 — 


4' 


’W /?! 

4 


r n ■■ 

2 2 


O, 


ou les exposants sont consideres comme constants et les coefficients 
comme variables. 

Pour resoudre ce systeme d’equations, il suffit de tracer sur le 
quadrillage logarithmique defini par 

x = ;jt.log^i, y — log^2 

les images [c 7 , c\ c !,r \ et [d ' , d\ d !" j des deux equations ci-dessus. 
Les cotes et s 2 des difFerents points de rencontre de ces images sont 
les systemes de solutions cherches. Or, ces images peuvent etre 
obtenues par translation du systeme fondamental (y ), qui vient d’etre 
defini ci-dessus, et du systeme fondamental analogue (8) pour la 
seconde equation. 

Les cotes (4, ) et ( z 2 ) des deux systemes de paralleles constituant 
le quadrillage pouvant etre rejetees sur des paralleles a ces axes, on 
dispose des axes Ox et O y pour y accoler d une part l’echelle 
binaire ( c y). de l’autre les ecbelles simples (V) et (c 7/ ). Si l’on a 

m t — m'% — n-2 — 

ni>~ m\— no — n", , 

ft? iff 

nii — m x = n x — n x , 

rn% — = n 2 — n”d 


ces diverses ecbelles sont identiques aux ecbelles (d r, ' x o), (d')e t {d") 
relatives a la seconde equation et peuvent, par suite, servir egalement 
pour elle. 

S’il n’en est pas ainsi, on fixe la position de l’image |o] coi'ncidant 
avec [d f , d % d !/ ] sur un second tableau, puis on transporte le trans- 
parent de ce second tableau sur le premier oil est deja disposee 
l’image [c 7 , c\ c"' ] en reperant sa position au moyen des points ou 
ses index D 7 et D 7 ' coupent les axes portant les graduations (z t )et(z 2 ) 
qui sont les memes sur les deux tableaux. 

Remarque. — Si c m = o, on a X=o, quels que soient c' et c' . 
Par suite, toutes les images [4, c\ o], que nous representons plus 
simplement par [c , c j, sont obtenues par translation de la seule 
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image [o], c’est-a-dire que les images logarithmiques de toutes les 
equations telles que 


-h _4_ t -ini m’i _f_ n m\ -tn\ _ 

^ i ^ 9 - — C i 2 C Z ^ x> 5 ) ■ — 


O 


sont obtenues par translation de la seule equation 




X» | — ! — y* | 7 ) — : — 


*1 ,^2 n 

° 1 ^ 2 * — 


// sujffit , pour obtemr Vimage\d, c 7/ ] de faire passer les index 0! 
et 01' respectivement par les points cotes c' et c" sur les echelles 
portees par O y. 

Dans ce cas, par consequent, le troisieme index 01" disparait. 


140. Images logarithmiques de polynomes a une variable. — 
La methode precedente se simplifie lorsqu’il s’agit des images loga- 
rithmiques d'equations de la forme 


> o — — L. C Z i 


± c"z’. 


* 1 


Ici, en effet, on a, en se reportant aux notations du numero pre- 
cedent : 

nil — o, m\ — ml m\ — m", m"[ — ml", 

in*— i, jn ' 2 — o, m'j= o, m'2 — 0. 


Par suite, les coefficients angulaires des index G', C' 7 , 01" se reduisent 
a m\ m\ m , les modules p.', p. 77 a k u, et /es echelles (c 1 ) et ( c ") coin- 
cident avec V echelle (z 2 ). 

Pour determiner y, on peut prendre le point de rencontre de 01” 
non plus avec Ox, mais avec O y, ce qui, pour (y w ), donne encore 
V echelle (z 2 ). 

On voit done que le nomogramme se reduit en ce cas au quadril- 
lage logarithmique (^,, z 2 ) complete par le transparent portant : 
i° les index C', C' 7 , C droites de coefficients angulaires m' , m" , ml” , 
menees par son origine; 2 ° les courbes fondamentales [yj, images 
logarithmiques des equations 

^ _t_ -in' i I rr 7n '" 

— ± ±z { ± y z , , 

Pour avoir V image [c', c” , c'"], on place le transparent sur le 
quadrillage , de j aeon que les index G' et G 77 passe nt respective- 
ment par les points cotes c' et c” de V echelle (z 2 ) portee sur O y, 
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et Von prend par mi les images [v] celle dont la cote est donnee par 

v - - 

i “ ‘ ttf 1 

* V 

1 

y’ !! etant la cote da point ou V index C'" coupe la me me echelle. 

On peut, pour eviter le calcul de y, recourir, comme dans le cas 
general, a l’emploi d une echelle binaire accolee cette fois a O p. 

En outre, la remarque lerminant le numero precedent s’applique 
encore et montre que si I on ne prend que deux termes dans le second 
membre de l’equation ci-dessus, on obtient les diverses images loga- 
rithmiques par les translations d’une seule courbe ( f ). 

Avant d’indiquer quelques exemples de nomogrammes fondes sur 
l’emploi d’es images logaritlimicrues de polynomes, nous dirons 
quelques mots de la construction de ces images, d’apres M. Melimke. 

Fig. 171. 

y 


0 H 

Supposons que deux courbes U et V (Jig- 17 1) soient les images 
lo garitlmiiques des functions 

z 2 = U j 

et 

z i = ^ o 

c est-a-dire que, sur l’ordonnee correspondant a l’abscisse on ait 

HK = [a log Lb, 

HL = [a log 

\ 

Soit, en outre, W Pimage logarithmique de la fonction 

z •/ = Ij y H- V 1 , 

de telle sorte que Ton ait 

H\1 = a]og(U,-h Vi). 

( J ) En supposant, bien entendu, que les signes des divers termes restent les rnemes. 
Pour cliaque combinaison de signes, il faut avoir recours a une ccurbe speciale. 




On 


d’ou 


a 
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t\ 'i I 


HM = a logYi -+- | x log / I 


V, 

U, 


HM — FIL = LM = |x log / i + 


V t 

Ui 


Supposons construite la courbe representative des logarithmes 
d’addition de Gauss, definie par 


x = [x log£, y — [x log ( i+ - ) , 


courbe que nous . appellerons logaritlimique d’addition ('), et 
<pii est representee sur la figure 1^2 par la courbe A lorsqu’on 
prend p = 2 cm . 

Fig. 172. 



( ! ) La remarquable machine a resoudre les equations algebriques , de M. Torres 
Ouevedo est fondee en partie sur une traduction mecanique du mode de liaison 
defini geometriquement par cette courbe. 


DO GAGNE 


27 
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a LM. Or, si t a cette valeur, on a 


x = [j. log t — [j. log U] — [x logVi = KL. 

Ainsi done, pout* deduire le point M des points K et L, il sufjit 
de prendre KL en abscisse de la courbe A sur la figure 172 ; V or- 
donnee correspondante est egale d LM. 

S’il s’agissait de construire Fimage logarithmique W' de 

U lf 


on verrait de meme que M'K serait V abscisse de A correspondant 
d V ordonnee KL. Mais, afin d’eviter toute confusion, il vaut mieux 
recourir a la courbe logarithmique de soustraction definie par 


x — [x log t , 


y = !* lo S 



et representee par S sur la figure 172. 

Le segment LM' est alors egal a V ordonnee de la courbe S cor- 
respondant d l’ abscisse KL ( 1 ). 

D es lors, pour construire Fimage logarithmique de 


z i — 


rr>n' _L_ in" 
1 Z 1 


5 


nous commen^ons par construire les images logarithmiques de 


et de 


Jil 


r itr 

9 1 0 


qui sont precisement les index G' et C". De ces droites, par le pre- 
cede qui vient d’etre decrit, nous deduisons immediatement Fimage 
demandee. Cette image, a son tour, jointe a celle de 


XJ .> 


i 


* 1 > 


e’est-a-dire a one droite, permet d’obtenir, to uj ours par le meme 
procede, celle de 

- — -f- — I m'l -j- .. 

—5— J -J — +9 J \ 


(*) M. E.-A. Brauer a imagine un curieux appareil dit compas logarithmique , 
muni de trois pointes en ligne droite telles que si deux de ces pointes sont placees 
sur les points K et L de la figure 171, la troisieme vient automatiquement se placer 
au point M. Ge compas est decrit dans le Supplement au Katalog der mathema- 
tischev Modelle de M. Walter Dyck (p. 4 o). 
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141. Principe des nomogrammes d images logarithmic] ues. — 
Le principe des nomogrammes a images logarithmiques est le suivant : 

Soit une equation de la forme 

/(*) = *(*), 

f el g etant des poljnomes de la forme indiquee au debut du numero 
precedent. Posons 

Z 2~f( Z ) ~ 

Nous pourrons obtenir les images If et I«- de ces poljnomes sur un 
quadrillage logarithmique par le procede indique au numero prece- 
dent si nous avons pour chacun de ces poljnomes un transparent 
portant soit le systeme des images fondamentales, s’il s’agit d’un 
poljnome a trois termes, soit l’image fondamentale unique. 

Les cotes z, des verticales du quadrillage passant par les points 
de rencontre des images If et sont les racines positives de 
V equation donnee , dont les racines negatives pourront , s'il est 
besoin , s' obtenir de meme en valeur absolue comme racines posi- 
tives de la transformer en — z. 

Puisque seules les paralleles a Oy du quadrillage interviennent 
dans le mode d’emploi du nornogramme, on pourra se dispenser de 
tracer les paralleles a Ox dont les seules cotes devront subsister 
sur Oy pour permettre, comme on Fa vu au numero precedent, de 
fixer la position des index ainsi que la valeur de y lorsqu’on a affaire 
a un poljnome a trois termes. D’ailleurs, comme on pourrait avoir, 
pour les deux poljnomes, des echelles binaires differentes pour le 
ealcul de y, il vaudra mieux, en general, se contenter d’eflectuer ee 
petit calcul a part ainsi qu’on Fa dit dans le second renvoi de la 
page 417 . 

Nous placant done dans le cas general, nous pourrons decrire 
comme suit un nornogramme a images logarithmiques : 

Le nornogramme se compose : i° d 1 un plan fixe dont les 
axes Ox et Oy portent des echelles logarithmiques de meme 
module et sur lequel on a trace une serie de droites (z) paralleles 
a Oy et passant par les points de division de Vechelle de Ox; 

de deux transparents portant respectivement les images loga- 
rithmiques [yj et [3] construites comme il a etc dit au n° 140 
avec leurs index C', C", G" pour V un , D', D", D " pour P autre . 
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Quant au mode demploi, ii se reduit a ceci : Si les polynom.es f 
et g out respectivement pour coefficients c', c\ c" et d\ d\ d'" , on 
place les transparents , dont 1 orientation est main ten ue con- 
stante ( 1 ), stir le plan fixe , de fete on que les index G' et C" cViine 
part , D' el D" de V autre , coupent Vechelle de O y respectivement 
aux points dont les cotes sont c et c", d' et d!' . Si , dans cette posi- 
tion , les index C w et I) coupent la meme echelle aux points dont 
les cotes sont y" o'", on prend sur les transparents les images 

c'” f('" 

de cotes et Les cotes des verticales passant par les points de 
rencontre de ces deux images sont les racines z cherchees. 

t 

Pour distinguer les roles joiies par les divers index, C' et G" d’une 
part, D' et \Y de Fautre pourront etre dits des index de position , 
C' et D" des index de resolution. 

Nous allons maintenant indiquer quelques exemples de tels nomo- 
gram mes, empruntes egalement a M. Mehmke. 

Exemples . — i° Resolution des equations trinomes de deg re quel- 
corique. — Une equation trinome de degre quelconque peut toujours se 
mettre sous la forme 

z m — dz pz a dz q 
m 

ou, en prenant pour inconnue z n et posant — == jjl ( 2 ) , 

/ V 

z\ l — ± p z ± q . 

Formons les images logarithmiques des deux membres, suivant ce qui a etc 
dit au numero precedent. 

Pour le premier membre, ee sont les droites fixes Cjj, passant par l’origine 
et avant precisement pour coefficient angulaire jjl. 


( 1 ) Voir le premier renvoi de la page 4 l 7* 

( 2 ) 1 ! esl a remarquer qu’une telle equation peut, pour une valcur particulierc 
de jx, etre traduite en un nomogramme a points alignes tel que eeux qui ont etc 
construits pour jx — i et ;x = 3 aux n os 79 et 80. Les points ( z ), pour cette valeur 
de jx, seront distribues sur une courbe C a , et l’on voit que, pour une certaine valeur 
de les divers points obtenus en faisant varier jx sont distribues sur une parallele 
aux axes A u et Be, attendu que les coordonnees de chaque point ( z ) sont donnees par 

. ' ! J -i ! j -j z ! J -i z '' 

./ — o ■> y = • 

! X I P-2 Z ‘ . P-l + P'2 Z 

Si done z et jx sont consideres tous deux coninie variables, les points (z, p.) sont 
donnes par un reseau comprenant les courbes C a et des droites (z) paralleles aux 
axes Au et Be. Les courbes C 2 et C 3 d’uu tel nomogramme (les plus importantes 
pour la pratique) sont tracecs sur la figure 91 . 
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Pour Je second, ce sont, en prenant toutes les combinaisons de signes utiles, 
les images fondamentales des polynomes (i) 


■Z -h I, 

- — I, 

“ ~ I , 

dessinees sur un transparent avec leurs index D r et D" qui, rapportes aux 
axes mobiles de ce transparent, ont pour equations, puisque les exposants 
de z sont o et i, 

y = x 

et 

y = o. 

Le nomogramme avec le transparent est represente par la figure ij 3 dans 
le cas de l’equation 

z* — *2 . i z -f- g. 



On voit que les index D' et D" coupent l’eclielle de Ojk respectivement aux 
points cotes 2,1 et 9. Ici il faut prendre, vu les signes, Pintersection de 


( 1 ) Pa premiere et la troisieme dc ces images sont evidemment les courbes A e-t S 
de la figure 172. La seconde est la symetrie de A par rapport a l’index D' qui leur 
sert d’asymptote commune. II est inutile d’envisager I’image de — z — 1, attendu 
que, si les deux signes du second membre elaient negatifs, Fequation n’aurait pas de 
racine positive. 
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1’image de ^ + i avec la radiante du plan fixe cotee 3, puisque p = 3. On 
trouve 

I ■** ~ = j 4 • 

a 0 Resolution des equations completes des degres 3,4 et 5. — Les equa- 
tions completes des degres 3,4 et 5 peuvent s’ecrire respectivement 

zb z zh n — zb p z~~' bz q z~ 2 , 
d zz 2 zbmzzbn — zb p z~* zb q z~-, 
bz z-zh Iz zb m — zb nz~ l bz p z~ % zb qz~ 3 . 

On reconnait done, suivant ce qui a ete vu au n° ci-dessus, qu’on pourra les 
representer en appliquant, sur un plan portant simplement l’ecfielle logaritfi- 
mique de O y et les paralleles a cet axe menees par les points de l’echelle 
logaritlimique de Occ, des transparents portant les images logarithmiques des 
polynomes 

zb z bz i , 
zbz-ibzz-b 
zbz* zbz zb y, 
zb z- 1 zb z~ 2 ziz qz~ 3 , 

avec leurs index respectifs. Les images relatives aux polynomes de la premiere 
ligne sont celles qui sont tracees sur la figure 178 ; celles relatives aux poly- 


Fig. i 7 4. 



nomes de la seconde sont representees par la figure 174 . Le mode d’emploi ne 
differe pas de celui indique dans le cas general. 

142 . Translation et rotation combinees : Nomo gramme tan - 
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gentiel pour le calcul des profils de terra ssements . — M. Willotte 
a tait connaitre ( 1 ) un procede nomographique de calcul des demi- 

Fig. i 7 5. 



prolils de terrassements, fonde sur la consideration des enveloppes 
des positions de la ligne transverse du terrain correspondant a une 
aire donnee, limitee au gabarit soit de remblai, soit de deblai. La 
figure 1 7 5 est faite dans l’hypothese du remblai, avec le gabarit de 
demi-profil ZOAB. 

II est tres facile de determiner la nature de cette enveloppe. A 
Faire de chaque demi-profil considere on peut, en effet, aj outer une 
constante, savoir l’aire du triangle que le prolongement de AB 
ferait avec les droites OA et OZ. L’enveloppe est done une courbe 
dont la tangente forme avec les droites OZ et AB, prolongees jus- 
qu’en leur point de rencontre, un triangle d’aire constante; e’est, 
par suite, comme on sait, une hyperbole ayant OZ et AB pour 
asymptotes. 

Si, pour un certain nombre de valeurs de u ( 2 ) comprises entre 


(') Ann. des P. et C., 2 e sem. 1880, p. 3 o 3 . 

( 2 ) On peut choisir soit. des valeurs de a croissant par echelons egaux, soit les 
valeurs correspondant aux hyperboles qui, entre les limites assignees, ont leurs 
sommets (situes sur la bissectrice de I’angle de OZ et de AB) separes par des inter- 
valles egaux, ce qui donne pour ces sommets une graduation isogYade (n° 8). Ce 
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lcs limites pratiques de cette quantite, on construit la portion utile 
des hyperboles correspondantes, on obtient le systeme des enve- 
loppes (<t). 

De raeme, toutes les positions de la ligne du terrain naturel'corres- 
pondant a une meme valeur de £ ou de X passent necessairement par 
iin meme point de la ligne AB, qui pourra etre cote a l’aide de cette 
valeur de s ou de X. On obtient ainsi sur la ligne AB a la fois une 
echelle (s) et une echelle (X). 

Pour determiner la ligne de terrain correspondent a chaquc demi- 
profil, il n’y a qu’a mener par le point de OZ cote z, une droite dont 
la pente sur Fhorizon soit 9. Cette droite peut etre constitute par un 
index marque sur un transparent susceptible de recevoira la fois une 
translation, suivant les variations de z, et une rotation suivant les 
variations de 9. 

Pour cela, l’origine O' d’axes rectangulaires O' x' et O ' y' lies a ce 
transparent, etant maintenue sur OZ et mise en coincidence avec le 
point de cote z, on amene sur OZ, par une rotation autour de O', 1(* 
point 9 d’une echelle tracee pour cette pente 9 sur une parallele 
a O' x r . L’axe O' x' coincide alors avec la ligne du terrain repondanl 
a ces valeurs de z et 9, et il suffit de lire la cote de la courbe (<r) a 
laquelle il est tangent et les cotes £ et X des points oii il coupe AB, 
pour avoir les valeurs de ces trois quantites qui constituent les 
inconnues de la question. 

III. — Theorie morphologique generate. Classification 
de tous les nomogrammes possibles. 

143. Objet de la theorie morphologique des nomogrammes . — 
En voyant, au fur et a mesure que l’on avance dans Fetude de laNomo- 
graphie, se multiplier les types particulars de nomogramme, on esl 
conduit a les envisager au seul point de vue de leur structure, sans 
avoir egard a la nature geometrique speciale des lignes qui y intCr- 
viennent non plus qu’a la forme des equations correspondantes, etant 
bien entendu, d’ailleurs, que lorsqu’on en vient aux applications. 


second choix, propose par M. Willotte, donne un dessin plus satisfaisant. Le calcul des 
cotes se fait d’ailleurs tres rapidement, puisque leurs differences secondes sont cons- 
tantes. 
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e’est, au contraire, celte double consideration qui importe le plus. 

C’est done, en quelque sorte, la morphologie des nomogrammes 
que nous nous proposons ici de rnettre en lumiere de facon a en faire 
sortir une classification generate capable d’embrasser non seulement 
tous les types de nomogramme qui sont actuellementconnus et utilises, 
mais meme tous ceux qui pourront jamais etre proposes. 

Les notions sur lesquelles nous allons fonder ici cette theorie sont 
celles memes qui nous ont servi a cet effet des l’origine (' ); mais le 
mode de classification que nous allons indiquer est celui auquel nous 
avons abouti en second lieu ( 2 ) et qui n’a egard qu’a la repartition sur 
le nomogramme des elements non cotes, ou constants , et des elements 
cotes independamment du nombre des variables qui s’y rapportent, 
ce qui, lorsqu’on y regarde de pres, apparait comine le caractere le 
plus essentiel de la structure de chaque type de nomogramme. 

Convenons tout d’abord de quelques notations que nous emploierons 
uniformement dans la suite de cette etude. Un element, point ou ligne, 
dont la nature restera indeterminee sera representee par la lettre E 
qu’on fera, s’il y a lieu, suivre, entre parentheses, des lettres designant 
les cotes y afferentes : 

E( -^1 1 -Z-li &Zi • • • j z n )• 

Parfois, si le nombre seul de ces cotes est interessant a considerer, 
c’est ce nombre n que nous mettrons dans la parenthese : 

E(/i). 

11 arrivera meme, lorsqu’il n’en pourra resulter aucune ambiguite, 
que, si c’est la designation des cotes qui importe le plus, nous ecri- 
rons simplement (^), (^ 2 ), et, si c’est leur nombre, (n) ou 

meme n. 

S’il est specific qu’un certain element est une courbe, une droite, 
ou un point et qu’il soit utile de le rnettre en evidence, nous rempla- 
cerons la lettre E correspond ante par une des lettres G, D ou P; si 
cet element appartient a un systeme de cercles concentriques ou con- 
fondus, ou a un systeme de droites paralleles ou confondues, nous 
lui attribuerons la lettre T ou A. La necessity de considerer a part 
les elements de ce genre apparaitra plus loin (n° 145, Rem. I). 

Ajoutons que, dans le cas ou le nomogramme se composerait de 


( J ) Dans les notes 0.23 et 0 . 25 . 
( 2 ) 0.39 et 0 . 40 , n-> 12. 
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plusieurs plans superposes tt, tc', it", . nous distinguerions les ele- 
ments traces sur chacun d’eux au moyen des memes accents E, E', 
E", .... Quant aux elements mixtes, on pourra les designer corame 
suit : si un element E' du plan rJ doit etre pourvu des cotes 
. . ., prises sur tc, cela s’indiquera au moyen d’une barre surmon- 
tant ces cotes inscrites dans la parenthese 

z s , . . . ). 

Quant au point mixte provenant de la rencontre de la ligne C de tc 
et de la ligne C' de tc', on le designera par la notation 

C.C/ . 

Enlin certains elements, comme les pivots du double alignement, 
pourront etre denotes au moyen de la variable auxiliaire £ qui s’y 
rapporte. 

144. La notion de contact. — Lorsqu’un point se trouve sur une 
courbe, ou lorsque deux courbes sont tangentes entre elles, nous 
disons qu’il y a contact entre ces elements. 

Pour exprimer qu’il y a contact entre les elements E et E' ? nous 
emploierons la notation 

E ~ E'. 

II n’est pas necessaire de reflecbir bien longtemps pour reconnaitre 
que la seate relation precise de position qui puisse etre jugee a vue 
est le contact de deux elements , dans le sens elargi ou ce mot vient 
d’etre pris. 

En effet, les notions de position qui nous sont donnees par la vue 
se ramenent aux seules distances angulaires percues directement par 
l’ccil, et, parmi ces distances angulaires, les seules dont Feed puisse 
evaluer exactement la grandeur, sont cedes qui sont nulles. 

Done, tout mode de representation graphique d 1 equation a plu- 
sieurs variables ne saurait consister qiCen /’ etablissement ou la 
constatation de certains contacts entre divers elements geome- 
triques. 

Pour rendre cette idee plus claire, revenons aux exemples les plus 
simples qui se rencontrent au debut de cet Ouvrage : 

La representation d’une equation a deux variables au moyen de 
deux echelles accolees (n° 9) repose sur le contact des points PQQ 
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de Tune des echelles, elements a une cote, avec les perpendicu- 
laires A (z 2 ) a la direction de leur support, menees par les points de 
l’autre, egalement elements a une cote. Un tel mode de representa- 
tion sera done denote 

P(-Sj) A(2 2 )« 


La representation cartesienne an moyen d’une courbe (n° 12) repose 
sur le contact de cette courbe G, element sans cote, avec le 
point P(b t , ^ 2 ) du quadrillage regulier repondant aux deux variables z^ 
et z- 2 -, dbu la notation 

P (zi , Zo ) • G. 


Plus generalement, la notation d’un abaque cartesien a trois variables 
(n° 116) sera 

P ( -"1 . Z 2 ) ** Cl ( Z3 ). 


Si r on n’a recours qu’aux elements traces sur un seul plan, on voit 
que toute representation effectuee sur ce plan se raraene a la consta- 
tation d un contact entre deux elements dependant respectivement par 
1’intermediaire de systemes ramifies (n° 52) de 7i, et de n 2 cotes, ce 
qui correspond au cas d une equation a /?,— |— n 2 variables. 

C’est ainsi que la juxtaposition de deux echelles binaires (n° 51), 
par le contact des horizontales a deux cotes A(^,, z 2 ) de Tune avec 
les points a deux cotes P(^ 3 , ) de l'autre, permet de representer 

des equations a quatre variables, suivant le mode 

A(Sl, z t) *-> p ( s 3, Z W ). 


si r bn a recours, au contraire, a des systemes traces sur des plans 
variables les uns par rapport aux autres ( 1 ), leurs positions respectives 
devront etre definies par certains contacts entre elements appartenant 
aux uns et aux autres. II y aura, en outre, un contact a constater sur 
le tableau forme par les divers systemes arretes dans la position voulue. 
La repartition des variables se fera alors entre les elements interve- 
nant dans ces divers contacts. 


(‘) 11 doll etre bien entendu que les divers plans variables intervenant dans la 
question peuvent ne pas se trouver materiellemenl realises dans la construction du 
nomogramme. Si, par exemple, ce nomogramrne comporte un fil tendu sur diverses 
echelles graduees (points alignes), l’index que constitue ce £11 tendu doit etre consi- 
dere comme faisant corps avec un plan applique sur le premier. Bien que Ton n’ait 
la qu’une droite variable par rapport a un plan, on doit done, pour la generalite de 
(’exposition, considerer cette droite comme appartenant a uit plan qui glisse sur’ le 
premier. 
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Nous appellerons les premiers des contacts de position , le dernier 
contact de resolution. 


145. Nomo grammes a deux plans superposes . — Si deux plans 
sont simplement superposes, les deplacements de Fun par rapport a 
l’autre sont a 3 degres de liberte, comme on Fa deja dit (n° 133). 

Or, un contact etabli entre un element E appartenant au plan tt el 
un element E' appartenant au plan rJ equivaut a une condition simple. 
11 faut d one etablir trois tels contacts pour y fixer la position du 
plan tJ par rapport au plan?: ( 4 ). Cette fixation sera par suite definie, 
avec la notation du numero precedent, par les contacts de position 


K, ~ F' 


i ? 


e 2 - e;, 



Les deux plans se trouvant alors dans cette position relative parfai- 
tement determinee, il ne restera plus qu a constater un contact entre 
un element E 4 de Fun des plans et un element E r , t de l autre, qui sera 
le contact de resolution 


Ee mode d’emploi d’un nomogramme quelconque comportant un 
plan mobile se resumera done dans la suite de symboles 

e,-ec e 2 ~e;, E 3 ~E' 3 , E*«E' 4 . 


Les quatre contacts ainsi denotes etant simultanes, on peut evidem- 
ment prendre comme contacts de position trois quelconques d’ entre 
eux, le quatrieme etant alors le contact de resolution. Mais, en general, 
sur un meme nomogramme, la meme variable etant toujours prise 


(’) Exceplionncllemcnt, on pourra, au lieu d’irnposer a un element E/ l’obliga- 
tion d’etre cn contact avec un element E • de cote bien determinee, l’astreindre a elre 
en contact avec deux elements E ; et E- entre les cotes desquels existera une cer- 
taine relation. Nous n’avons rencontre dans cet Ouvrage qu’un seul excmple de 
cette circonstance, au n° 138 , oil la droile pivotant autour du point O ( fig . 168) a sa 
position fixee par la condition de rencontrer les ecbelles E m et E„ en des points dont 
la difference des cotes soit egale a i. II est essentiel de vemarquer que ce mode de 
determination ventre bien cependant dans le mode general ci-dessus defini , car 
les positions de l’element E/ en contact avec les elements E i et E-, dont les cotes ont 
entre elles la relation qui vient d’etre dile, ont une cerlaine enveloppe cn sorlc 
que la condition imposee peut se traduire par le contact 

- E/, 

bien que l’element ne figure pas sur Ie tableau. 



REPRESENTATION AU MOVEN d’eLE.MENTS MOBILES. 433 

pour inconnue, le contact de resolution y sera aussi toujoursle meme, 
et il devra, de preference, etre inscrit le dernier. 

On peut aj outer que, sauf en des cas tout a fait exceptionnels, dont 
aucun exemple ne s’est presente a nous au cours du present expose, 
l’un des deux elements E ou E' intervenant dans chaque contact est 
un point ou une droite. 

II n’j a, theoriquement au moins, lorsque les divers elements en 
presence sont definis geometriquement, aucune difficulte a former le 
type d’equation correspondant au nomogramme ainsi construit. 

Chaque element E; du plan fixe a, par rapport a Ox et Oy, une 
equation de la forme 

/,:<>, y, Ci ) = o, 

ou Ci represente Pensemble des cotes correspondantes. De meme, 
chaque element E^ a, par rapport a O' sc' et O'y', une equation de la 
forme 

\ &(v',y,c , i ) = o. 

ou, en passant a Ox et Oy' et designant par A, u et v les parametres 
servant a definir l’un des systemes de coordonnees par rapport a 
Fa utre, 

-f v / 1 — k-j- — / 1 — k' 1 x \y -t- v, C'i) =o, 

ou encore 

gi(x, y, A, v, = "• 

Le contact entre les deux elements s’exprimera des lors par une 
equation que nous pourrons ecrire 

// ; (X, n, V, Ci, Ci) = o, 

et Felimination de X, p. etv, entre les quatre equations telles que cette 
derniere correspondant ainsi aux quatre contacts i = 1 , 2 , 3, 4 5 four- 
nira, entre les cotes’des liuit elements en presence, une relation qui ne 
sera autre que l’equation representee. 

Remarque I . — II y a lieu d’examiner a part le cas ou les ele- 
ments E' , E;, E' 4 sont des cercles concentriques que nous designe- 
rons alors par la notation Fj, T 2 , F 4 . Ccs cercles peuvent d’ailleurs, si 
leurs rayons croissent indefiniment, devenir des droites paralleles Aj, 
A 2 , A 4 . Enfin, cercles T' ou droites A' peuvent se confondre entre eux. 
Nous considerons tous ces cas particuliers comme compris dansle cas 
general des trois cercles concentriques r t , I3>, T 4 , ce que nous allons 
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dire de celui-ci pouvant immediatement s’etendre a chacun d eux 
sous une forme encore plus simple. 

Si les cercles r' et T!, sont mis en contact respectivement avec les 
elements E, et E 2 , le seul deplacement possible du plan tz ' est une 
rotation autour du centre O'. En eflet, F, etant Felement parallcle a 
Felement E^ a une distance egale a la difference des rayons des 
cercles et F' 2 (cercle de rayon egal a cette distance et de centre E< 
si cet element se reduit a un point), le cercle F 2 sera en contact avec 
l’element F,. Par suite, ce cercle P 2 , en contact a la fois avec les 
elements E 2 et F f , ne pourra que tourner autour de son centre O', ce 
qui demontre la proposition. 

Or, dans cette rotation, le cercle r' 4 , concentrique aux deux pre- 
miers, tourne aussi sur lui-meme, et s’il se trouve tout d’abord en con- 
tact avee Felement, E 4 il ne cessera pas d’y etre pendant toute cette 
rotation. Le contact E 3 — E' 3 devient alors superflu et pourra etre laisse 
indetermine. 

La notation du nomogramme correspondant sera, par suite, si Fon se 
serf de guillemets pour indiquer le contact indetermine, 


Ej - r 


e, - r' 


2 5 


Ei M I 


V 


ou, en attribuant, dans ce cas, au contact de resolution, Findice .4, 


Ej-r'i,' E 2 ~r 


2 ? 


E , - I 


V 


3 5 


)) l— I )) . 


11 convient d’ailleurs, pour plus de regularity, de maintenirle sym- 
bole du contact devenu ici indetermine. 

Remarque II. — La coincidence de deux points P et P' ou dc deux 
droites D et D', appartenant a Fun et a F autre plan* cquivaut a deux 
contacts, car, dans un cas, on peut considerer que deux lignes 
se coupant en P' sont en contact avec le point P, dans Fautre, que 
deux points pris sur D' sont en contact avec la droite D. Pour rap- 
peler qu’une telle coincidence equivaut a un double contact, nous la 
designerons par la notation 

PSP' ou D£D\ 

Si done, dans le mode d’emploi d’un nomogramme intervient une 
telle coincidence, sa notation sera 

E 2 ~E' 2 , 


Pi -PL 


E 3 - E' 
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ou 

DiKD' lt e,«e;, E 3 *-i E' s , 

146. N onto grammes a plusieurs plans superposes. — Ce qui 
vient d’etre dit s’etend immediatement au cas de plusieurs plans 
superposes. Nous pouvons arbitrairement choisir l’un d’euxu comme 
plan fixe. La position d'un second tz' sera alors definie, par rapport 
au premier, par trois contacts entre elements correspondents pris 
sur ces deux plans. Ges plans etant ainsi rendus solidaires l’un de 
1’ autre, nous representerons leur ensemble par et nous defini- 

rons ensuite la position du plan is", par les contacts de trois de ses 
elements avec trois elements appartenant a l’ensemble (tot'), c’est- 
a-dire pouvant indifferemment faire corps avec le plan - ou avec le 
plan 7 , mais generalement, en pratique, encore avec De meme, * 
trois nouveaux contacts fixeront la position du plan tJ" par rapport a 
l’ensemble (“V'), et ainsi de suite jusqu’au plan -d n) . Ges 3 m con- 
tacts de position etant ainsi etablis, on constatera l’existence d’un 
contact de resolution entre un element pris sur le plan et un ele- 
ment appartenant au plan zz. 

Gbacun des 6w + 2 elements intervenant dans ces 3 m -f- 1 contacts 
etant muni d’un nombre quelconque de cotes, on engendre ainsi le 
nomogramme le plus general qu’il soit possible de concevoir. 

Avant d’ alter plus loin dans cette etude, faisons voir pour plus de 
clarte comment ce mode general de notation des nomogrammes 
s’applique a quelques-uns de ceux qui ont ete precedemment ren- 
contres. 

Prenons en premier lieu les nomogrammes a double alignement 
(n° 88) et appelons 1/ et les deux positions successives de l’index 
que nous pouvons supposer marquees sur deux plans tz et tz" super- 
poses au premier. Si l’on designe d’une maniere generale par P/(^;) 
le point cote par P un pivot pris sur la charniere et si 1’on tient 
compte de la remarque I du n° 145, on a 

Pl(- z l) H b P 2 (-S2) M f3 P M I’, » ^ », 

^ 3 (^ 3 ) 1—1 f W 5 Pi ( -Si ) 1 ", P *-l I ff , » », 

etant entendu que, dans la premiere ligne, les contacts de position 
sont les deux premiers, et, dans la seconde, le troisieme avec l’un des 
deux premiers. 

Prenons maintenant l’exemple du n° 136, qui est a trois plans 
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mobiles, ceux tz' et tc" des echelles tournantes (FI') et (H) et celui tz'" 
de Findicateur transparent, les echelles de repePage (p/) et (p") etant 
fixees sur tz ( 1 ). 

Designons par 0 ( et 0 2 les points du plan tz avec lescjucls coin- 
cident respectivement les points O' et O" autour desquels tournent 
les plans tz’ et tz", par (o w ) le trait cote o de Findicateur transparent, 
par D le bord de la regie guide, le long duquel glisse le bord D du 
transparent. 

Les trois contacts (ixant la position des plans tz', tz’' et tz" etant ecrits 
les uns au-dessus des autres et le contact de resolution mis a part, on 
obtient la notation 

01 SO', (p') H i' J 

0 2 a o', ! (H")m(o). 

DSD", (H')-(o'") \ 

Prenons enfin le nomogramme du n° 138, sous sa seconde forme, 
c’est-a-dire en supposant le reseau (a', jS ) mobile. II doit etre consi- 
dere comme constitue par la superposition de trois plans, le premier?: 
comprenant la partie fixe du nomogramme, c’est-a-dire les points a 
deux cotes (a, (3) et les echelles (a) et (b), le second tz les points 
(a’, p'), le troisieme tz' Find ex UV servant a faire la lecture. 

La fixation de la position de tz' par rapport a tz resulte d’une rota- 
tion de tz' autour de son origine CV, qui coincide avec O, de facon a 
ainener le point (a'(3') sur l’axe OY, d’ou la notation 

0 20', OY-(a'p’). 

Les points U et V proviennent de la rencontre des bisseetrices OF) 
et OV des angles des axes OX et OY avec les paralleles a la direction 
O'Y' menees par les points (a) et ( b ). Si nous designons par A' ces 
paralleles a O'Y' nous vojons, en nous reportant aux notations definies 
a la fin du n° 143, que les points U et V seront denotes 

OU.A'(q) et OV.A'(^) . 

Par suite, la notation relative an troisieme plan, eomportantle con- 


( l ) Pour 1’expose general des principos, nous avons alTecte chaque element du 
rntirnc accent que le plan auquel il apparlient. Ici, nous conservons les notations du 
corps de POuvrage; aucune confusion ne peut en resulter. 
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lact de resolution, sera, si Foil appelle A" l’index dirige suivant UV, 
OU.A'(g) - A", Q V.A '(b) ~ A", (a, [i ) ~ A", » - ». 

147. Classification generale des nomo grammes. — Si, dans le 
nomogramme plus general defini an numero precedent, on affecte 
chacun des elements en contact d’un certain nombre de cotes, qui 
d ailleurs pent etre nul, de facon que la somme de tous ces nombres 
soit egale a /i, on a forme un nomogramme d’equation a n variables. 

La determination de tous les types de* nomogramme applicables a 
des equations a n variables, et constitutes au moyen d un certain 
nombre m de plans superposes, consiste done : i° a former toutes les 
partitions du nombre n ; 2 ° a distribuer les nombres fournis par ces 
partitions entre les 6ni - \- 2 elements intervenant dans les 
contacts du nomogramme, en ne comptant que pour une les diverses 
solutions qui peuvent se ramener les unes aux autres par de simples 
permutations entre ces contacts. 

Cette facon d’envisager les choses peut conduire a un mode de clas- 
sification des nomogrammes, qui est celui auquel nous nous etions 
d’abord arrete ( ' ) et qui pose, pour la determination de toutes les 
varietes correspondant a un nombre donne de variables, un probleme 
de partition resolu d’ingenieuse facon par le major P.-A. Mac- 
Mabon ( - ) . 

Mais, ainsi que nous l’avons deja dit au n° 143, Fetude approfondie 
des divers types de nomogramme permet de reeonnaitre que ce qui, 
au point de vue morphologique, les distingue essentiellement les uns 
des autres, e’est la repartition, parmi les elements intervenant dans 
les contacts simultanes sur lesquels est fonde leur mode d'emploi, de 
ceux qui sont pourvus de cotes et de ceux qui ne le sont pas, et e’est, 
en derniere analyse, ce caractere qui nous a semble le plus propre a 
servir de fondement a une classification vraiment rationnelle. 

Afin de nous rendre compte des diverses facons dont cette reparti- 
tion peut se faire, nous designerons chaque element cote par Fensemble 
Z/ des cotes qui s'y rapportent, en convenant de prendre Z/= o pour 
les elements non pourvus de cote ou constants. 


(’ ) 0.25. C’cst ce mode de classification qui figurait dans la premiere edition du 
present Ouvrage. 

( 2 ) Bull, de la Soc. math . de France , t. XXVI, 1918 , p. 56. 
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Le numerotage dos contacts etant arbitraire, nous remarquerons 
d'abord que deux repartitions se ramenant Tune a l’autre par change- 
ment de 1'ordre des contacts n’en font en realite qu’une seule. De 
meme, on n'en aura encore qu’une en permutant a la fois dans tous 
les contacts les deux elements qui y figurent, ce qui revient simple- 
ment a appeler tz le plan qu’on avail d’abord appele tJ et reciproque- 
xnent. 

Remarquons aussi lout de suite que si irois des contacts ont lieu 
entre elements constants, les plans t: et tz immobilises Fun par rap- 
port a 1 autre, n’en forment plus quun, ce qui dispense d’envisager 
la combinaison 

Z 1 *-'Z 2 , o wO, OHQ, <) o, 

qui designe tout nomogramme a plan unique. 

Cela pose, chaque type canonique etant designe par le nombre (en 
chiffre gras) des elements cotes distinets qui y interviennent, affecte 
d’un indice d’ordre, voici le tableau eomplet de ces types pour le cas 
de deux plans superposes ( 1 ) : 


(2,) 

z, 

~o, 

z 2 

(), 

n >-h o. 

() hh (> 

(I OP) 

(2,) 

z, 

H O, 

() 

~Z',. 

DM <) 7 

O t-H o 

(E E) 

(3.) 

Zi 

»— 1 (). 

z 2 

l o. 


O ( ) 

(EE) 

( 32 ) 

Z, 

z 15 

z 2 

1 (). 

() t— i 

o >-H o 

(I, C, M) 

(3a) 

Zi 

— o, 

z. 

t— 1 ( ). 

-z;, ■ 

o — • o 

~ (E E) 

(40 

Z i 

•— 1 o. 

z 2 

»— 1 o. 

Zj 

Z V H() 

(P) 

(4 2 ) 

Z, 

WH / M , 

z 2 

►-<<). 

z, - O, 

O M () 

(E M) 

(4 a ) 

Zi 

' Of 

z 2 


Z;j •“* O. 

ohz; 

(P) 

(40 

Z, 

M Z , . 

z 2 

~z;, 

( ) •—!(). 

o »-<() 

(I, C) 

(4 5 ) 

Z, 

m/ m- 

z 2 

<>. 

OHhZO 

<>►-<() 

(I, M) 

( 4 g) 

Zi 

•— 1 <>, 

z. 


«.M/y 

S3 

I 

(P) 

(50 

Z i 

7 ! 

^ z M 

z 2 

W (N 

Z :{ -o, 

Z4 •— 1 () 

(Mj 

(5a) 

Zi 

M Z' . 

z. 

s: 

I 

Z ; . ■— i o. 

O M O 

(I) 

( 5 3 ) 

Z, 

~ Z i . 

z 2 

hh i). 

Z 2 *— • o. 

<>~Z' 

(M) 

(®i ) 

Z, 

HH Z', . 

z. 

~Z ' , 

Z, ~o. 

Z 4 WH O 


(60 

Zi 

« Z', ’ 

z 2 

wZo, 

Z;{ wh Z ( , 

O () 

(I) 

( 7 ) 

Z, 

-zo 

z 2 

~zo 

Z 2 ~Z', 

Z 4 *-« O 


(8) 

Z, 

- Z) , 

z 2 

r / ' 

M A 

* J ^ 

tS 

I 

s: 

z,~ Zi 



(') Les lettres inscriles a la (in de plusieurs des lignes de ce tableau se referent 
aux explications donnees dans les remarques qui suivent. 
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Remarque 1. — Pour que Foil puisse rendre Fun des quatre 
contacts indetermine [en prenant, sur Fun des plans, comme ele- 
ments intervenanl dans les trois autres contacts, des A ou des T 
(n° 145, Rem. J)|, il faut necessairement que ce contact ne soit. 
affecte d’aucune cote. Cette possibilite n’existera done que pour les 
types comporlant au moins un contact o — o ; ce sont ceux auxquels 
SG F efere l’indication I ajoutee dans la parentliese au bout de la ligne. 

Remarque II. — Parmi les types canoniques de nomogramme a 
deux plans superposes qui viennent d’etre formes, recherchons ceux 
sur lesquels les seuls elements cotes soient des points a une cote. 
Pour cela % supposant que chacune des lettres Z / ne designe plus 
qu une cote z- L au lieu d’un ensemble de cotes, nous remarquerons 
que cette cote peut se rapporter a un point dans trois cas : 

i° Lorsque dans un contact Z,-ho l’elcment constant est une 
ligne ; 

2 ° Lorsque dans un contact Z< >— Z) les deux elements sont des 
points a une cote sur des supports constamment en coincidence (ce 
qui ne se peut que si ces supports sont des droites ou des cercles de 
meme rayon ) ; 

3 3 Lorsque F element Z' est une ligne mixte (n° 133), prise dans un 
systeme du plan tz et empruntant momentanement la cote du point 
ou elle rencontre une echelle tracee sur tz. 

De la trois varietes de nomogramme a points cotes que nous desi- 
gnerons comme suit ( 1 ) : 

i° Vanete P, Cette variete se produit quand chacun des quatre 
contacts a lieu entre point cote et ligne constante. 

2 ° Variete C. — Cette 'variete se produit lorsque deux echelles, 
Fune sur -, l’autre sur tz' , ont constamment meme support rectiligne 
ou circulaire, cette communaute de support etant d’ailleurs equiva- 
lente a un double contact (Rem. IT du n° 145) entre elements con- 
stants, ce qui exige que la notation du type correspondant comporte 
deux contacts ow o. 


( l ) L.a lettre servant a designer chaque variete a ete inscrite au bout de la ligne 
du tableau general correspondant a chaque type susceptible de cette variete. Lorsque 
cette variete est compatible avec un contact indetermine, la lettre correspondante 
est soulignee en meme temps que la letre I a laquelle elle doit etre associee. 



3° Variete M. — Gelte variete se produit lorsque, dans un contact 
entre elements cotes, Pun est un point cote, l’autre une ligne a cote 
momentanee (empruntee au meme plan que le premier point), les 
autres contacts ne comportant comme elements cotes que des points. 


Remarque III. — Chaque type de nomogramme etant designe 
par un numero d’ordre (en chiffre gras) egal an nombre des ele- 
ments cotes- y intervenant, une equation a n variables sera suscep- 
tible duplication de cliaeun des types dont le numero d’ordre sera 
au plus egal a n. 

Nous allons maintenant faire [’application de ces generalites aux 
nomogrammes a deux plans pour equations a trois et quatre variables, 
qui comprennent la plupart de ceux dont on a a faire un usage cou- 
rant dans la pratique, en plus, bien entendu, de ceux a un seul plan 
sur lesquels il n y a pas lieu d’insister ici. 

148. Nomogrammes a deux plans superposes pour equations a 
trois variables. — D’apres la remarque III ci-dessus, ces nomo- 
grammes rentrent dans les types suivants : 


(2 j) ->►-•() !•—•<> ()w() < > « — i i(> 

(32) 2 ►*■•< > O'— • 1 Oho O •— ' O 

(3i) I I-M > I • < » !•—•<) ()i-HO 

(3s) I NH I [H(| O I— ■ O OHIO 

(3 3 j I * — « < > I *—U> O i— i I 01—10 


Observons Lout d’abord que, conformement au tableau du n" 147, 
cliaeun de ces types est susceptible de la variante pour laquelle un 
des contacts devient indetermine, les trois elements de bun des deux 
plans qui interviennent dans les autres contacts appartenant a un 
meme sysieme de eercles concentriques T^ou de droites paralleles A', 
et que, 1 <* quntrieme excepte, ils peuvent ne comporter comme ele- 
ments cotes que des points. 

Cette double variante appliquee au type (3| ) conduit, au reste, au 
type le plus general du nomogramme a points alignes pour trois 
variables (n° 57 ). 

Nous signalerons quelques autres types precedemmenl etudies se 
raltachant a eette categorie de nomogrammes. 

Par exemple, pour un abaque hexagonal (n° 31), si 1), I’,, \' t de- 
signent les trois index du transparent mis en contac t respect! vement 
avee les points cotes ( z { ), (^ 2 )? (^.‘ 5)7 et P x le point a l’infini dans la 
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direction perpendiculaire a Ox , la notation est 

(-2 )-F 2 , C*3)-I' 8 , P-«In 

qui deli nit un type (& 4 ). 

Un nomogramme polaire (n° 48), oil l’origine O' de l’echelle (s 4 ) 
de support D' reste en coincidence avec O quand ce support pivote 
autour de O, se denote 

OS O', P,(s s )-D', G 3 (« 3 )«P;(^), 

du type ( 3 2 ). 

L’index en equerre a sonnnet guide (n° 129), si S, est le support 
de l’echelle (^ 1 ), a pour notation 

Si-O', (;i) m O', (s 3 ) — O'y', 

type ( 3 ( ), et la regie a tiroir (n° 134), lorsqu’on appelle D la droite 
parallele a O t x t le long de laquelle glisse l’echelle (^ 2 ), 

DS0 2 a? a , (*i)-O s , Oj)-<> 2 ), 

type ( 3 2 ). 

Enfin, le dispositif relatif a la determination de £ (et, par suite, 
de A) dans le profilometre Siegler (n° 129) nous fournit un exemple 
de type (3s), sa notation etant, en eflet, 

Oy — O', ( .s ) — 0 ' , (0) — O'y', Oy — (e). 

149. Nomo grammes a deux plans superposes pour equations a 
quatre variables. — Ea remarque 111 du n° 147 montre que tous 
ces nomogrammes rentrent dans les types suivants : 


(21) 3—o i mo o — o o — o 

(2 [ ) 2—0 2—0 0 — 0 O — O 

(2 2 ) 3—o o— i o — o owo 

(2g) 2-0 0 — 2 0-0 O — O 

(3i) 2—0 I— O Iho 0-0 

( 3 2 ). 2—1 1 —0 0 — 0 0-0 

( 3, ) 2—1 O— I 0-0 0 — 0 

(3£ ) 2-0 I — I 0-0 0 — 0 

( 3,3 ) 2-0 I — O O— I 0-0 

( 3' 3 ) 2-0 O— I O— I 0-0 

(4 l ) i— o i— o l—o i— o 

( 4 2 ) i — i i — o i—o o — o 

(4 3 ) i—o i— o i—o o — i 

(4 4 ) 1 — 1 1 — 1 0 — 0 0 — 0 

( 4 3 ) 1 — 1 1—0 o — 1 0 — 0 

( 4 g) 1—0 1—0 o — 1 o — 1 
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CHAl'lTKE VI. 


Ici la remarque I du n° 147 montre qu’il pen l y avoir un contact 
indetermine pour cliacun de ces types, sauf ( 4 .,), 4 ;J ), ( 4 «). 

II serait facile de former des exemples de ces seize types, mais eela 
serait sans utilite. Nous nous bornerons a fa ire voir auxqucls de ces 
types se rattaclient quelques-uns des nomograinrnes a quatre variables 
et a deux plans, rencontres dans le corps de FOuvrago. 

Si, par exemple, laissant le dernier contact indetermine, on prend 
pour elements E' 1? E 2 , E! } , une memo droite A', les elements E 4 , 
E 2 , E ;{ etanl des points cotes dont le dernier a deux cotes, on a un 
nomo gramme a points alignes avee rescan de points a deux cotes 
(n° 101 ) qui se denotera 

( -i ) h a , (^ 2 )'- , a', (z 3 , )>*-.», 


type (3,)- 

Si, dans cette notation, on rem place les points (;,) et (z->) par des 
courbes C* et C 2 , eotees an moyen des memos variables, on ala nota- 
tion des droites a doubles envelop pes (n° 107) ( ' ). 

L’index en equerre ordinaire ( n° 128), qui se denotera 


est, comme on voit, du type (4i), ainsi quo les index paralleles 

(n° 125). 


Si Ion clierclie a former des lypes de nomogramme pour quatre 
variables ne eomportant quo des points a line cote, il faut, suivant la 
remarque II du n° 147, n’avoir recoil rs qn’a des contacts compor- 
tant cliacun un element i el un element <>, par suite, aux seals types' 


(4,), (4 :$ ) et (4c)- 

Les schemas corrcspondants sont ceux qu’indiquent les figures 176 , 

■77» '7 8 - 

Si les courbes C), C 2 , C! $ , (7, de la figure 17 b, dessinees sur le 


(‘) Quant aux nomogra mines a trajectoires de contacts ( n° 108), si J’on repre- 
sente par C ?> (^ 3 ) lenvcloppe el par z, t ) O' point de reneonlre de cette enve- 
loppe et de la trajectoire ils se denolenl. A' riant lonjours l index pour la lce- 


ture, 


( -'1? ^3 ) M, ’ , A , )*^ A , (^;j 5 ) l-H A , » hh ». 


Done, au point de vue de leur structure, ils doivent cl re con side res comme de? 
nomograinrnes a cinq variables £ 2 , c.., z, n sur lesquels deux des variables z 2 
et z h sont identiques. 
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transparent, so reduisent a une seule, on tombe sur le nomogramnie 
a index quelconque de M. Goedseels (n° 124 ). 


Fig. 17G. 



De meme, si, dans la cas de la figure 1 77, les courbes C) , et C' 
se confondent avec le support du sjsteme (z -[ ri ) et la courbe C 4 avec 



le support du sjsteme (~m), on a 1111 nomogramnie du type repre- 



sente par la figure 179, qui a egalement ete propose parM. Goedseels 
( loc . cit.). 
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Enfin, si lcs courbes C 3 et C 4 de la figure 1-8 se confondenl res- 
pectivement avec les supports des systemes (-,) et (: 2 ), les courbes G; 
et C' 2 avec les supports des sjstemes (s' 3 ) et (z\), on a un nomo- 


Fig. 179. 



gramme du type represente par la figure 180, encore envisage par 
M. Goedseels. 


Fig. 180, 



II est clair que foil pourrait, dans le cas de plusieurs plans super- 
poses, developper, en se fondant sur les memes principes, une etude 
analogue a celle qui vient d’etre exposee pour le cas de deux seule- 
ment; inais il n’y aurait a cela qu’un interet purement theorique qui 
peut ici etre neglige. 
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I. — Sur les equations a multiplicateurs correspondants. 


Ayant etc conduit par voic d’inluition aux types (i) ct (3) donnes au n° 20 
pour les equations a multiplicateurs correspondants, nous avions pose la ques- 
tion de reconnaitre s’ils etaient bien les plus genera ux. jouissant de la pro- 
priety voulue. C’est a iVI. G. Koenigs que nous sommes rcdevable de la reponse 
affirmative a cette double question. Yoici son analyse : 

Probleme I. — Tr ouver des fonctions o, 'A, U telles que 

ct(XiSi, X- 2 5 s; ) = -A(Xi, X,, U), 


U ne dependant que de et de z 2 . 
Si nous poSons 


(0 


12 = of Xi ~j, X 2 ^ 2 > ), 


12 verifie le systeme d’equations 


(a) 

(3) 

(4) 

On a identiquement 


A ( 12 ) = z t 
P> ( 12 ) == z 2 


d!2 . d.2 

A, -y- = o, 

Oz I Oh 1 

d!2 . d!2 

— A, = o. 


dz--, 


d A-> 


dU.dQ dU d!2 

C ( 12 ) = — - — — • — = o. 

dz 2 dz x dz x 0z 2 

A ( B ( 12) \ — B( A(12)) = o 


et 


A(C(Q))-C(A(0)) 


^ I dU A 12 dU d!2 ^ c(~ 


d 12 


'^2 


(J Z 2 OZ j (JZy (J Z 2 J Z y 

[ \dz 2 J \ dzi \0z l /dz 2 ' dAi 


les derivees secondes disparaissant (PelJes-memes, eomme on sail. Or on a 

dU \ d 2 U dU 

1 = ’ GOi) — — » 

U 2 


dz 2 


/ dU 
\ dz x 


~ i 


c^i dz 2 

d 2 U 
dz\ ’ 


C ().,) 


o. 



AN IS EXES. 


446 

Done 12 verifie I’equation 

/ d 2 U 


(5) 


dU \ dii 


d- U r)L 2 


* l 


dz\ dz 2 d^ 2 ) i 

De meme, en partant de 

on tron ve 

( 6 ) ( 


''1 


dx* j d o 


,= d. 


■*' i 


qu’on peut ecrire 


B(C(Q)) 

— G ( B(l>)) = o. 

<)- U dll 

^ dQ d- l <)il 

dz i dz* dzj 

} dz* “ dz | dzj 

e de (4), les equations (5) et (6) d 

d- U dU 

\ dl _ d 2 l dl 

i d z •) d v 2 

/ dz v ~ l dz f dz* 

d 2 U dU 

\ dl d 2 U dl 

! 

fcl 

i 

LC 

Cl 

Cl 

I'Sl'* 

ii 

(p u 

d* U 

dz i dz 2 

ds 2 i 

dU 

~~ dU ~ ii ’ 

ds 2 

drq 

d 2 U 

d 2 U 

d4?i dr; 0 


dU 

^ 

dli ■ -o 

dz i 

dz 2 


= o. 


o. 


= O, 


ou 


ou encore 



d loir ^ 


n ** 1 


dz i 


d log^2 

dz<> 


d\J_ 

d 2 

7u 

d3i 


x, «i, 


dU 

<)Z\ 

"dU" 

d~.> 


Xj z 


■2l 


Xi et X^ el ant respectivement des fonctions de ,« [ seul el de z^, seul, ce (jus 
exige que Ton ait 

X | Z i X 2 Z 2 == I 

et, par suite, 


X g Z i — T)X , 


X ) Z<y — J 

m 


m etant une eonstante. 
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Oil a done 


dl 


<) 




dP 

dz-\ 


ou 


dU 


niz , 


dll 


ce qui don in* 

ou, plus synietriquement, 


z i "■ — — nt z o — 

() Z o dZ[ 




I =/(;', 


O, 


/i i et rii etant des eonstautes. 

L’identite initials prendra done la forme 

CO ( X 1 5 1 , X -) Z .) ) = A ( A 1 j A 2 ,J^(-Sj'-o,>-)^, 
Si I’on fait X t = z\ , X 2 z 2 = z' % , il vient 


?(■ 


. // | - 

1 ^*2 




ou, en attribuant a X t et X 2 des valeurs- uumeriques quelconqucs, 

©(V,, z',) = 

A(a?) etant une fouetion queleonque de .r. Par suite, 

?(-i, z 'i) = A(- / i , '^ 2 -). 

On retombe bien ainsi sur la forme (i) du n° 20. 

Probleme II. — Trouver les fo actions 9, A. U telles que 

o(\z u \ fn z,)z^^{\\)), 

U ne dependant que de et g 2 . 

Posons eneore. 

( 1 ) ?(>-!, A '"-*) = 12. 

Ici O verilie les equations 


(2) 


A(i>) 


dO 




mz 2 


dO . dO 


(3) B(O) 

On a identiquement 


d^i ’ d^ 2 

dli dO dU dO 


A dX 


c) Z ~2 0Z] ()z | Sz 2 

A ( B ( O ) ) — B ( A ( Q 1 ) 


o. 


— o. 
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d-U 

I ;n ■»,. 

d 2 U 

dli \ 

d 12 

-f- III 

d^! d^2 

d- 2 

do 2 / 

dzj 

d 2 li 

1 ??? ~ 

d 2 U 

dll \ 

n j 1 

dli 

. //c o 

d^ j 

| -o 2 

//( 1 

dzj 

(iw 2 


ou encore, en tenant comple de (3),. 

/ <n u 

( Z i “4“ 11 X Z 2 

\ 0 -O J (J *9 2 

/ d 2 U • 


ov> \ <nj_ 

Oz ■> J Oz j 
<)l! \ dU 


0z { Oz.) Ozi ] Oz* 


qu on peut eerirr 

/ d 2 U 
I 0z\ dz 2 
Zl [ ~dli 

\ OZ, 


mz.) 


d 2 l) 
ds, dz-2 
dU 
Oz j 


— (i — m) = o. 


Si I ’on pose 


cette equation devient 


On a done 


V = -III, 

dU 


d y 

mz >TT = 0 


— m) V. 




En se reportant a I’expression ci-dessus de V, on conclut de la que I’expres- 
sion diflerentielle 


ou encore 


dz x +z\ dz 2 

zT~ l dz i -+- x ( IT") ^~ 2 


doit admettre mi facteur integrant. 
Si nous posons 


;•> = uz 1 


vient pour cette expression diflerentielle 


z\ n 1 dz ^y\~) ( du -+■ mz ” l ~ 1 u dz [ ) 



II. — REPRESENTATION APPROCHEE PAR POINTS ALIGNES. 


Oil 


dz\ 


/-( u) d " 


Z x . / 1 

I mu 


donl I’integralc a la forme 


'•(« 


l0g^, H- l0g/(l«) = I0g^,/(W), 


f etant inn* fond ion 'arbitral' re com me y. 
Done U est de la forme 



et I’on rn eonelul, eomrao a la fin de la solution precedent e, quo 

Z J 


®( 


; i> 5 a) — A 



A etant line fonction quelconque de x. 

On retombe bien ainsi sur la forme (3) du n° 20. 
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II. — Sur ^application de l’anamorphose graphique 
a la representation approchee par points alignes. 

Appreciant linteret qti il y a, chaque fois que faire se pent, a 
recourir aux points alignes de preference a tout autre mode de repre- 
sentation, le lieutenant-colonel Lafaj (alors capitaine) a fait con- 
naitre ( 1 ) un ingenieux procede de transformation approchee, par 
anamorphose graphique, d’un abaque cartesien (au besoin, construit 
empiriquement) en un abaque anamorphose a lignes droites de facon 
a transformer a son tour celui-ci, selon le mode indique au n° 60, en 
un nomogramme a points alignes. 

Convenons tout d’abord de la notation suivante : represenlant par 
^/,i, .... ... des valeurs particulieres attribuees a la va- 
riable s/, nous designerons de meme par /(,o,/(,i, . ... les 

valeurs prises par la fonction f; pour ces diverses valeurs attribuees 
a z-i. 

Cela pose, supposons que 1’ equation 

' F 123 = ° 


(') Genie civil, t. XL, 1902, p. 298. 
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4 JO 

representee puissc rlre mist;, .net; line approximation suffisante, sous 
la forme 


(D 




O’ 

ft 


3 



5 


dans laquelle I < *s functions composantes sont acluellement indeter- 
minees. 


Inequation a ele representee par un abaque earlesien sur lequel, 
abstraction faile des modules supposes queleonques, les eoordonnees 
ont ete prises e*>ales a z { et z 2 (fig- 181). 


Fig. i Si. 



Sur deux courbes z-^j <; t y.*.,, prises dans la partie moyenne du 
systeme (^ 3 ), cboisissons, a parlir d une des extremit.es A 0 B 0 de la 


II. — REPRESENTATION APPROCHEE PAR POINTS ALIGNES- 


4 >i 


partie utile de ce systeme, des points A 0 , A,, A 2 , ... dune part, 
B 0 , B, , B 2 , ... de 1 ’ autre, formant les sommets d’une ligne a gra- 
dins dont les cotes successifs soient alternativement paralleled aux 
axes des z { et des z 2 . Dans ces conditions, les coordonnees des som- 
mets de cette ligne peuvent secrire 


0 

cq 

*7 

0 

< 

Bo (- 3 i 5 i, 

r ' 2,0 ), 

A 1 ( 5 l,l, ,- 32,1 )j 

Bj ( 3 1)2 , 

~ 2,1 )■> 





A/Z. ( ^ 2 ,/Z ,)}. 

^AZ ( ^ 1 ,AZ +1 

> z 2 ,n )■> 


Exprimant que les points A w '_ 2 , A rt _,, A, t sont sur la ligne z 3 y, on 
a done les equations 


{ n — 2 )/ 

(n — 1 )i 

( n )i 


J\,n-lg fz,i = O, 
fi.n-i g i,i +/ 2 ,«-l — °i 

fl.n gz,i-*-fz,n ^ 3 ,J+y 3 ,i= 0 . 


et de meme pour les points B^_ 2 , B,,^, B„ sur la ligne _3 3 y +1 


( n — 2 );■ -+-1 
(n — 1 ) /+1 
(ftj(+i 


y'i./i ft"3,/-+-l — °» 

^ f 2,11 -+-./*3,e f-2 — O. 


Si I on divise la difference des equations (zz — i ) f - +1 et(zz 
par la difference des equations (zz — i )/ et (zz — 2)/, on a 


AW' 


,/i./ 


1 A' 3 . / ^ 3 , / -t- 1 


J\,n— 1 j\,n -2 


A' 3 , t 1 ^ 3 , t 


et, de meme, si l’on divise la difference de (zz); et (zz 
ference de (zz — i); +< et (zz — 2 )/+n on a encore 


)i par la dif- 


.tl.n — .f 2 ,n-\ 


cr 


3 ,/ Ai, 


1 - M 


/2,/i-l — J 2 ,n —2 gz,i+\hz,i 


Par suite, en posant 

(2) 

on voit que 

f \ .n 


g 3 A_ A.Ai- i 

,4^3 . /— t— 1 ^2,i 


— po 


/ 1 ,« — 1 f 2 ,n-\ J- 2 , 


ii — l 


' — 1 

'j 2 ,n -2 


Po 
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do u, par u n facile calcul de proche en proche, 


puis 


./*!-« f , f'2,n 1 

/lO ./ i,o /2.1 /a,o M 

A. • ./'i .0 ,/->.// ,/•>.() 1 — p/ 

,/l.t J 1,0 j 2 A —J 2,0 l — Pi 


Si done, prolong cant les axes des et des s 2 par des axes des y et 

des x , avec renversement do sens positit, nous prenons les intersec- 
tions, d une part, des cotes V 0 B a , A, B ( , A 2 B 2 , ... des gradins avec 
les droites y ~ o, 1, 2, d, ..., d’a litre part, des a litres cotes des 
gradins avec les droites # = o, 1 , 2, d, . . . , nous obtenons, d’un cote, 
les points N,, N 2 , N : $, . . ., del’autre, les points M,, M 2 , M ;s , . . . dis- 
tribues respectivement sue des courbes (N) et (M), ob tenues par 
junction de ees points au moyen d’un trait continu, dont, en vertu 
des formules (2), les equations sont, pour (M), en coordonnees A, 


et x 1 

( 3 ) 


/t —fi.o = 


Pf 


0 / 


(/l,l — J 1.0 ) 


et, pour (N), en coordonnees z> et y , 


( 4 ) 




IZZli 
1 — p/ 


— /i ,0 ). 


Prenanl. maintenanl dans le systeme (v ;{ ) une combe quelconque (C) 
sur laquelle le point courant sera designe par C, faisons-lui subir la 
transformation suivante : les paralleles a O x et O y menees par C 
rencontrant les courbes (M) et (N) en M et en IN, completons le 
rectangle MCND. 

La ligne (D) ainsi transformee de (C) recevra la meme cote z 3 que 
celle-ci; de plus, les perpendiculaires a Ox et a O y recevront les 
cotes c , et z 2 des perpendiculaires a O et 0 ^ 2 , qu’elles rencontrent 
respectivement sur les courbes (M) et (N). Dans ees conditions, 
labaque obtenu dans le quadrant xOy pourra etre considere comme 
anamorphose graphiquement de l abaque cartesien d’abord construil 
dans le quadrant z { 0 ; 2 - 

lei, deux cas sont a eonsiderer : 

i° Si les courbes z 2 1 et z 2 d’ou Ion est parti, sont assez 
rapprochees pour que, de 1 ’une a l’autre, laccroissement de la 
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fonction * 3 puisse etre regarde comme negligeable, la formule (2) 

montre que 0/ peut etre confondu avec l’unite. Dans ces conditions, 
les equations ( 3 ) et ( 4 ), que l’on pent ecrire, a, a', fr, b' etant des 
constantes, 

(3 bis) / 1 = a ^ + «' 

1 ~ P* 

<4 bis) f t = b + b\ 

1 

deviennent, par application de la regie de L’Hopital, 

( fi = ax-ya’, xf^—by-^-b'. 

11 suffit de transporter ces expressions dans (1) pour avoir F equa- 
tion de (D) 

(ax -+- a') g 3-1- ( by -f - b') h : > -+-/% = o, 

qui montre que cette ligne se confond avec une droite. Le resultat 
cherche se trouve ainsi obtenu. 

S’il en est ainsi, le trace merae des lignes (D), effectue comme il 
vient d’etre dit, suflit a faire apparaitre ce resultat. 

2 0 Si, par contre, ce trace conduit a des lignes (D) dont la cour- 
bure soit trop accentuee, ce qui signifie que p/ s’ecarte trop de 
Funite, on peut, par une seconde approximation, chercber ji se rap- 
procher davantage du resultat voulu en substituant a ces lignes (D) 
d’autres lignes (D ; ) plus proclies de la ligne droite. 

Si Fon connaissait la valeur de 0/, les equations (3 bis) et (4 bis) 
montrent qu’il suffirait d’efFectuer la transformation de coordonnees 
definie par 

! T 1 v 

* = y — 

pour avoir des expressions de f { et f 2 lineaires en x et y r , et, par 
suite, en transportant ces expressions dans (1), pour obtenir, apres 
cette seconde anamorphose, comme lignes (33), des droites (D ). 

Mais, pour appliquer cette nouvelle transformation, il faudrait 
eonnaitre la valeur de p/. On y arrivera, en remarquant que 

dx' dy 

= — • 

dy' 1 1 dx 

Si la transformation doit reussir, le coefficient lineaire le long de 
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chaque ligne (O') aura une valeur constante k. On aura done 

d .r 


,~\-x — 1, 

‘ ' dx 


ct, par suite. 


dy 

(y-x) Iog p/ + — = o. 


Si done, dans le eas 011 le probleme est possible, on construit, pour 
rbaque ligne (D), le lieu des points A dont les coordonnees sont 


X = 3? — y. 


Y = 


dy_ i 

dx 


ee lieu (A) devra etre une droite passant par Porigine, la memo pour 
Unites les lignes (D), et son coefficient angulaire fera eonnaitre logo,, 
done pi. 

Si les lieux (A) ainsi obtenus pour les diverses lignes (D), sans se 
eonfondre absolument, se rapprochent sufflsamnient d’un trace recti- 
lignr moven, on adoptera pour pi la valeur correspondent, a ce trace 
mojen. , 


III. — Sur la disjonction des variables dans les equations repre- 
sentables par simple ou double alignement ( 1 ). 

A. — Simple alignement. 

1 . Principe de la methode. — Si vine equation a trois variables 


( l ) La matiere de cette Note est extraite d’une serie de travaux de M. Farid 
Bouiad dont voici la liste (etant fait etat des abreviations definies page xix) : 

1 . Sur la disjonction des variables des equations nomographiquement rationnelles 
d’ordre superieur ( C. /?., i er sem. 1910, p. 379). 

2 . Application de la notion des valeurs critiques a la disjonction des variables 
dans les equations d’ordre nornographique superieur (S. M., 1911, p. too). 

3 . Sur les equations a quatre variables d'ordre nornographique superieur ( S. M ., 
ip 1 2, p. 383 ). 

4 . Extension de la notion des valeurs critiques aux equations a quatre variables 
d’ordre nornographique superieur ( Intern . Congress of Math. Cambridge , 1912). 

5 . Sur la disjonction des variables des equations represen tables par des no mo- 
gram mes a points alignes ( C. /?., i er sem. 1 9 1 3 , p. 865 ). 

6 . Sur la representation de 1 ’equation d’ordre nornographique 4 a quatre variables 
par double alignement ( S. M., 191 3 ,, p. 366 ). 

Les renvois a cette liste, dans la suite de cette Note, seront indiques au moven 
sics numeros d’ordre ci-dessus places apres la let l re B. 
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mi sc d' abort! sous la forme 
(0 F ; .F, 2 -4- G 3 G 12 -+- H 3 H 12 = o 

est susceptible tie prendre eelle du determinant 

F, G, ib 

( 2 ) F *> G -2 1 T 2 

F, G,. Il :i 

on voit que, si bon v substitute F n G<, II t a F 3 , G 3 , H 3 , elle se 
transforme en tine identile. De la, le principe de la methode de 
M . Boulad pour operor la disjonetion des variables dans (i) : rein- 
placer dans l’equation mise sous eette forme les fonctions donnees 
F 3 , G 3 , II 3 par les sym boles F,, G,, II , , et chercher a determiner 
les fonctions represenlees par ces symboles de facon a transformer 
f equation en line identite; el de meme, mutatis mutandis , pour la 
det< •rminalion d< • IF, lb, IF ( «). 

M. Boulad a d’ailleurs tail remarquer (-) que si, dans ( i), l’une 
ties fonctions de z :i , II 3 par exemple, sevanouit, on pent neanmoins, 
pour la determination telle quelle vient d’etre indiquee, des F, , G, , H, 
et bo, Go, IF, v introduire une fonetion II 12 dont on dispose arbi- 
trairement en vue de cerlaines simplifications. On en trouvera un 
exemple plus loin (R.e marque du n° 2), 

2. Equations a hois variables d' or dr e nomographique 4 et 3 
les plus generates ( :1 ). — Gel Let equation etant de la forme ("') 

(i ) ‘ F.j ( a o f \ d‘2 -+- (tifi et- 2/2 -+- a 3 ) 

G;»( bj\j, -h by / 1 -+- b. 2 f 2 -t- & 3 ) 

-+- II 3 ( Co/ 1/2 "+~ Cyfy -h <'ij\ H~ C 3 ) = O, 

ou les hi , a sont ties eonstantes, si l’on applique la methode 
ei-dessus, on obtient, pour la determination des F n G,, H, 

(' ) B. 2 , p. 1 1 2 . 

( 2 ) B.3, p. 388, et 6 . 

( 3 ) B.2, p. n5. 

(') On voit que le type d’equalion envisage an n° 42 (p. 97 ) rentre dans celui-ci 
a titre de cas particulier. 
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et F 2 , G 2 , Ho, les deux systemes d’equations 


( ( «o/i + at ) F t 4- ( b 0 ft ~^b,)G , + ( Co/i -f- c s ) H , = o, 

( # 3 ) ^1 -+■ ( b :i ) G t -t- {c\J\ - 4 - C;}) Hj = o, 

( ■+■ Ui ) F 2 -h (^0/2^ G ) G*2 -I- ( -+- Cl) H 2 = o, 

( ( Gf if 2 * 4 ~ (l> ) F -j -+- ( b 2 f i -+- ) Ga -h ( C%f '2 ■+* c ;j) IF> = o. 


Les echelles (z x ) et (j 2 ) ainsi obtenues sont portees sur une meme 
conique dont lequation en coordonnees cartesiennes (si F;, 
sont prises comme coordonnees homogenes du point zi) peut 
secrire 

//\ ct()X -4- b§y -+- Cq a^x -4- b^y - 4 - c* 

a x x -+- b x y c x a :i x -4- b-,y -4- c :i 

En effet, si Ton ordonne le systeme (2) par rapporl a j\, apres 
y avoir substitue x, y , 1 respectivement a F 1 , G M H l7 et si, ensuite, 
on elimine /*, on obtient precisement l’equation ci-dessus; et si Fon 
opere par une marche analogue sur le systeme (3), on retrouve la 
meme equation. 

Cette conique se reduit d’ailleurs a un systeme de deux droites 
lorsque le discriminant de (4) s’annule. 

A titre d’exemple (*), reprenons l equation envisagee aux n os 45 
et 86, c’est-a-dire 


( r> ) ( n- / ) A 2 — l (1 -4- p)h — ^ ( 1 — l) ( 1 -4- ip ) = o . 

O 

Si nous y posons 


el que nous representions par F ( , G,, H, des fonclions de p, nous 
aurons a rendre identique l equation 


(1 -+- /)F,+ l(i +p)G, a- (, — l) (1 a- ip)l\ l = o, 


ce qui exige 
( 6 ) 


F i + (i + />)G 1 -(h- ¥ )H 1 = o, 

Fl -+-(«-+- a/7) II ! = O, 


(’) B. 2 , p. it ). 
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d’oo la solution generale 


F 1= =X, Gi = 


2 X 


i + P 


Hi= — , 

I -i- 2 p 


X etant un nombre arbitraire. 

Pour avoir l’equation du support de l’echelle (z f ), substituons 
x, y , i respectivement a F ( , G ( , H, dans le sjsteme ( 6 ), et elimi- 
nons p de ce sjsteme ; nous aurons ainsi l’equation cherchee 



y — 2 x -+- y — i 
2 x -+- 1 


En operant de meme pour determiner les fonctions F 2 , G 2 , H 2 , on 
obtient le sjsteme d’equations 

j /G 2 -r2(l-/)II s = 0, 

{ ) \ (ih-/)F 2 h-'/G 2 -h (i-/)H 2 = o, 


ajant pour solution generale 

F 2 = a, 


— 2X(l 4- l) 

? ’ 


II 2 


X(l H- l) 

i — L 


En appliquant la meme marche que ci-dessus a la recherche du 
support de l’echelle (; 2 ), on retro uve pour ce dernier la meme 
equation (j). 


Remarque. — Si, dans l’equation (i) du present numero, la fonc- 
tion H 3 se re duit a zero, on tonibe sur le type d’eqiiation d’ordre 

no m ographique 3 le plus general ^en posant, par exemple, 


On pourra, en ce cas, conformement a ce qui a ete dit a la fin 
du n° 1 , appliquer le procede en regardant, dans ( 2 ), ( 3 ) et ( 4 ), les 
coefficients c 0 , c ( , c 2 , c 3 comme des parametres arbitraires dont on 
seralibre de disposer, par annulation du discriminant de ( 4 ), defacon 
a avoir des echelles rectilignes. 


3 . Equations a trois variables d’ordre nomographique 6 et 3 
les plus gene rales . — Cette equation peut s’ecrire sous la forme 

h (/t a 2 + gx u +Pd + g 3 ( /, a' 2 + Si u + P' 2 ) -h h, ( /, a; g x V t -+* P 2 ) = o, 
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dans laquelle on a, d une maniere generale, 

A 2 = b b<> g '<2 — i~ C^f 
I i2 == 1 2 f i H b £ 2 — b /22 , 

P 2 = P2/2-+- ?2 #S-H ''2, 
A 2 = — J^2 ~b ^2 t"T 2 ~ "h C j , 


En appliq nant la metliode ei-dessus < * I en posanl 

A = a^x *+■ « o r -h 
B = 62^ H- A" -+- />" , 


B — /■*> ’C — j— /Ay -i— /b > 


M. Bo ulud a elabli ( 1 ) lc tlieoremc snivnnl : 


Si le determinant 


A = 


A B C 
L M N 
P Q K 


est identiquement nul, l' equation d'ordre (> la plus generate est 
representable par an nomo gramme a points align.es . 


Ce determinant se developpa.nl cu 1111 polynome du Iroisieme degn' 
en x et y, on obtient ainsi 10 conditions entre les ‘a~ coefficients de- 
la proposee. 

Les equations en coordonnees cartesiennes des supports des deux 
echelles (z-t) et (z->) s’obtiennent par elimination de z { et enl ri- 
les rapports 

h = £l = J_ el h = ll 1 , 

A« A/ A p A a A/, A 6 - 

dans lesquels les A sont les determinants mincurs figurant dans les 
deux developpements suivants : 


A = \ A« + L A/ 4- P a 7 , = 

Si, dans lequation ci-dessus, h 3 
graphique de l eq uation tom be a 5 
a satisfaire entre les 18 coefficients. 


— A A u -b B A /, -+- Cj A r . 

se reduit a zero, l’ordre 1101110- 
et Fon n’a plus que 4 conditions 


( 1 ) B . 1 et B. 2 , p. 1 17. 
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4 . Equations a trois variables d' ordre nomo graphique quel- 
conqae. — Pour le cas ou Pequation F 123 , = o est d’ordre nomogra- 
phique quelconque par rapport a chacune des variables, M. Boulad 
etend sa methode a la reduction de cette equation a la forme ( 4 ) 

(0 | Fi Gi lb |=o, 

lorsqu elle est possible, en introduisant un certain nombre de para- 
metres arbitraires, ce qui a l’avantage de permettre le choix entre 
diverses variantes. Pour cela, ecrivant P equation donnee sous la 
forme 

( 2 ) Fj23 = I X 1‘ 123 + O X $123 + O X! 4 F j 23 O X ^123 = O, 

oii <I> |o 3 , 4 F |o 3 , y, 23 sont trois fonctions arbitraires , M. Boulad fait 
remarquer que, si ces trois fonctions sont telles que les trois identites 
suivantes : 

| IX b 13 3-t- Fj <t>, 23 -t- Gj l Fi 23 -+- fb y 123 = o (quels que soient et z z ), 

(3) < ix F 123 H- F 2 <t> 12 3 -*- G 2 l Fi 23 4- H 2 y 123 = o (quels que soient z 3 et ), 

l i X F 123 F 3 <t>i 2 3 -i- G 3 'Fj 23 -r- H 3 y 123 == o (quels que soient Z\ el z 2 ). 

admettent une solution par rapport a F/, G/, H;, le probleme esl 

resolu d une maniere generale, car ces trois identites, avec l’equa- 
tion (2) donnent, par elimination, un determinant du quatrieme 
ordre qui se reduit immediatement au determinant voulu (i). 

Liquation donnee etant ordonnee nomographiquement par rap- 
port' a certaines fonctions respeclivement de de z 2 et de s 3 , on se 
donnera pour chacune des fonctions <I> 123 , *F 12 3, 7123 des expressions 
rationnelles par rapport a ces memes fonctions des variables separees, 
et ce sont les coefficients constants de ces expressions rationnelles 
qui constitueront les paramctres arbitraires dont il vient d’etre 
question. 

L’application de cette methode a Pequation d’ordre nomogra- 
phique 3 la plus generale a permis a M. Boulad de retrouver la repre- 
sentation d’une telle equation au moyen de trois ecbelles portees sur 
une meme cubique ( voir la page 232 du present Ouvrage). 


n b.5. 
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Citons encore ce theoreme obtenu par M. Boulad ( 1 ) : 

Toute Equation F 12a = o susceptible cVune representation en 
points alignes , symetrique par rapport a un systeme quelconque 
de fonctions / 2 , / 3 , possede la propriete de pouvoir etre mise 
sous la forme dite caracteristique en x 

F I 23 = l 7 (a?) <f ) i23'T" G ( x) l F'i23 -t- I l(.r)/ i 23 = o, 


qui est satisfaite par x — f \ , f 2 et f\. Les fonctions <I> 12:{ , l P* 12:{? 

sent symetriques par rapport aux lettres J \ , f 2 , f\ t comme 
rest V equation consideree . 

Les elements F,, G /, H, du determinant correspondent ont pour 
expressions 

F/ = F (ft), G; = G (//), II, = H(//). 

* 

Si la sy me trie est consideree par rapport a deux fonctions 
j\ et / 2 , les elements F/, G/, II/ pour i — 1 et 2 sont donnes comme 
ci-dessus ; quant aux elements F ;t , G :! , H ;{ , ils sont definis par 
Videntite 

I 1 3 *1* 1 2 3 “+■ G:} W 123 -+• H 3 /123 == O. 

Soit, par exemple, l’equation du troisieme ordre nomographique 
mise sous la forme canonique 

^ 1 - 3 = f\flj 3 ~+~ P " fifj 7 " j i + ^ = °* 

Pour amener celle-ci a la forme requise par l’enonce precedent, 
admettant pour racines x=f^ / 2 , / 3 , il est aise de voir qu’il sufflt 
de lui ajouter Fequation du troisieme degre 

O —A ) ( x —ft) (*-/*)= —fififz+arZfifj - x* v/. h_ ^3 = o 

admettant les memes racines f 2l J 3 . On a ainsi immediatement 
la forme cherchee 


d’ou 


F l:>3 = (X -4- P)S///y - - 7 )S/f + S ) = o, 

F/ =ft “F G t - — ff 7 , H z - = // 4- 5. 


( ’) B.2, p, 120. 
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B. — Doible alignement. 

r 

5. Equations d quatre variables cTordre nomo graphique 2 par 
rapport a I’une d elles. — Soit une telle equation mise sons la 
forme 

(*) Fl 23 i = Fl F2.34-+- Gj G234-+- H t 11-234 = o, 

d’ordre nomographique quelconque par rapport a z 2 , -3, ^4. 

Si cette equation est representable par double alignement, on 
sail (n° 91 ) qu elle peut etre obtenue par elimination de la variable 


auxiliaire entre les equations 





F 

G 

II 



(2) 

F, 

G, 


= 0 


A f 

f 2 

G* ' 

h 2 




F 

G 

H 

j 


( 3 ) 

f 3 

g 3 

h 3 

= 



f 4 

G4 

Hv 



oil F, G, H designent des 

fonctions de 

‘C, et 

ou nous admettrons que 

les F,, G,, H, sont les memes 

fonc 

tions de z 

, que dans (1). 


L’equation (3) donne £ en fonction de z 3 et il en resulte que 
F, G, H peuvent, si l’on tient compte de cette equation, s’exprimer 
en fonction de z 3 et par des equations telles que 


(4) F = F 34 , G = G n , H = II 34 . 

Si les F/, G<, 11/ sont regardes comme les coordonnees homogenes 
des points (z;), nous voyons, en outre, que l’elimination de z 3 et 
entre les equations (4) devra donner entre les F, G, H une relation 
homogene reelle telle que 

(5) , <J>(F, G, II) — o 

qui ne sera autre que l’equation du lieu du point (£), c’est-a-dire la 
charniere (p. 258). 

Pour effectuer la recherche des diverses fonctions F;, G/, H* com- 
posantes, voici comment procede M. Boulad ( 1 ) : 


(') B.3. 
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Les deux systemes de fonclions (F 2 , G 2 , H 2 ) et (F, (1, H) sobtien- 
uent |>ar la resolution des deux identites suivantes ( 1 ) : 

(6) F* F 23 ; G 2 G 23 ; H- H 2 H 23 ; = o (quels que soieni z :i cl z^), 

(7') F F 23 4 -+-G G 231 -f- H I!.,,; = o (quel que soil z 2 >, 


qui, jointes a ^equation ( 1 '), donnent, par elimination de -3 el !.’ 
premier determinant cherche 


( 8 ) 


F G • H 
l\i G, H, 
F > Go Ho 


= o. 


Connaissant, des lors, les elements de ce determinant, on pen I 
definir les echelles (.sQ et (^ 2 ) par les fortuities 


Xi = 


F/ 

lb 


G / 

^ /= ui' 


If ^6 o ( i = 1 el v. ). 


Quant a la charniere , elle est detinie, comme ll a ete dil ci-dcssus, 
par l’equalion <b(x, jr, 1 ) = o obtenue par substitution a F, G, If 
respectivement de x 1 y , 1 dans la relation (5) qui resulte de F elimi- 
nation des deux variables ^ ;! et z*, entre les expressions (4) de F, G, II 
fournies par l’identite (/). 

II rrste a determiner les deux systemes de fonclions (F ;t , G { , If.,) 
et ( F; , G. i? Hjj). Pour cela remarquons que, si 


( 9 ) 


i’r.U + G -i> :! ; -f- 11 / 3 4 -- 


O 


est 1c developpement du determinant (3) par rapport a F, G, H ( - ) . 
ces deux systemes de fonclions inconnues sont definies par les deux 
idenhles 

(10) F 3 © 3 ;-4- G 3 -} 3 ;-f- II3/34 = o (quel que soil z-, ), 

(1 1) G?3i-+- G;'Fi4+ H;/34 == o (quel que soil z :i ), 


C) II convient de remarquer qu'en resolvant les deux identites (6) et (7), on 
effectue, en ineme temps, la disjunction des variables de 1’equation (1) en vue de sa 
representation par un nomogramme a simple alignement, constitue par deux echelles 
curvilignes et (z„) et un reseau de points a deux cotes (z 3 , z A ) ( n° 101). 

( 2 ) Si 1 ’une des fonctions F, G, H se reduit a zero, on se reportera a ce qui a etc 
dit dans le dernier alinea du n° 1, qui a deja ete applique dans la remarque 
du ri° 2. 
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(Jll i, a vcc I equation ( q), donnenl , par elimination, lc second determi- 
nant die re lie. 

Pour avoir les expressions du systeme des trois lone lions 
'/.r, liipiranl dans les relations ci-dessus, il suffit d identifier, quels 
que soienl el Pequalion Pi^n^o avee eelle qne I on obtienl 
en liranl les valours de F, G, II des deux equations (5) el (q), el cn 
les porlanl dans le developpement suivanl : 

< I ) F 1 > ;; I ' 1 O ] 9 — j— 1*^12 — T~ II / 1 ;> — O, 


du drlerminanl ( <S ) par rapport a F, (i, H. 

II va sans dint que ee developpement devra etre efleelue, apres que 
Ton aura fail disparailre de ee determinant les facteurs parasites, 
si, lorn enlendu, ees derniors lie son! pas contenus dans l’equation 
propi >srr ( i ) . 

Ces faeleurs proviennenl, eomnie on le sail, de la coincidence de la 
cbarniere avee le support d Hue on deux des eehelles (s*) et (_s 2 ). 

II peul arriver, egalemenl, que la eharniere se confondc avee lc 
suppori d one on des deux eehelles (z- } ) et (s., ) ; il j aura lieu, dans 
ee eas, <1 rrrire le developpement (q) du determinant (3) sous une 
lormr d on les laeleurs parasites auront aussi ele chasses. Cecivaetre 
eclairei par l application qui sml ( 1 ) : 


Soil 1 < * 1 1 u a I ion 
G 3 ) F 1 2 3 ■. - J\ — ft -- < g i f t 


0 


7 




n , i -j\t\ 


o, 


t ' r 

& i 


on y,, 47 rlesi <;• iK'nl des fonetions ipieleonques de la variable 
eela posons, pour a brewer, 




Po u r 


el r.ssavoiis d'eUcetuer la d is junction de ses variables en prenant 

Fi = /i, Gi==i, = 


Celle equation s’eerit alors sous la lorme 


h 1 23v h i — !•» i \ J ■> 


A 


2 


j ■+■ Hj/s ('~ — o. 


(*) B.3, p. 388. 
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ANNEXES. 


Si main tenant on substitue a l t , G t , H t respectivement F a . G a , IL, 
et si Ton rend indetermines successivement z :i et z fi dans lidentite 
obtenue, on a deux equations lineaires et liomogenes ajant pour 
solution 

Fa =/f, G 2 =/„ II* = i. 

De meme, en substituant a F,, G f , II ( respectivement F, G, H et 
en exprimant que l identite obtenue doit avoir lieu quel que soit z 2 , 
on a les relations 


F G f. 


G 


H 


2 


/ 3'o 


qui montrent que la charniere est line parabole ajant pour equation 


x — 


On peut, des lors, exprimer F, G, H en fonction d’une seule 
variable auxiliaire Z, par les formules 


F = £ 2 , 

de la les deux determinants 

( 

( *4) 

i 

et 

(i5) 


G = r, 


H =.i ; 


£ 2 n i 

f\ 1 S\ 

fi ft i 

C 2 C i 

F, G, II 3 
f 4 g 4 II 4 


= O 


o. 


11 s’agit, maintenant, d’avoir les elements de ce dernier determi- 
nant. Pour cela, ecrivons le developpement du determinant (i4), 
apres en avoir chasse le facteur parasite (Z, — /4), 

f\ (s+/2) + ^i/ 2 ^ = 0, 

puis remplagons dans ce developpement £ par sa valeur tiree du 
developpement 

K Gi " +- 1 X /3 4 = <), 


du determinant (io); nous avons ainsi l’equation 
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L’identification de celle-ci, quels que soient el s 2 , avec l'equa- 
tion ( 1 3 ') , donne 

?U = Si , V = f l S\ , 7.3* = fj'i — 1 • 

Finalement, en resolvant les deux identites (io) el (n) apres y 
avoir remplace © 34 , <i 34 , y 34 par leurs valeurs ci-dessus, nous aurons 
les elements (die relies 


F — G ;i = I, 1 1 3 = o, 

F* = i, Gi = i, IF = gt>. 

6. Equations a quatre variables d'ordre nomographique 2 
par rapport d deux d’entre elles. — II arrive frequemment que 
l equation F 123/ , = o s’ordonne imniediatement sous chacune des 
formes 

j I 1 1234 = Fl F234 ■+■ G] G 2 34 + Hi H -234 = (», 

I F 1234 — IG F123 -I- G 4 G i 2 3 -!- H; H 123 = O. 


(I) 


Pour obtenir dans ce cas les determinants (a) et (3) du numero 
precedent, M. Boulad fait la remarque ( 1 ) que si I on considere ces 


formes (i) com me 

les developpements 

res 

minants, on pourra 

ecrire 

F34 

G:n 

H34 

(2) 

F,m = 

F, 

Gi 

Hi 



f 2 

G* 

h 2 

et 


F ,2 

G n 

II i 2 

O ) 

F 1234 = 

F 3 

G 

h 3 



F4 

G,v 

h 4 


= <> 


= o 


avec l’une on l’autre des conditions suivantes 
i° Ou bien 

Fn G 34 H 34 

F i2 


(4) 


Gl; 


H,,’ 


a° Ou bien, si 1’on rapporte a un meme systeme d’axes ( Ox , Oy) 
les deux nomogrammes a simple alignement representatifs des deux 
equations ( 2 ) et (3), les equations des supports des deux echelles (£) 


C) B 4. 



ANNEXES. 


4GG 


de ces deux nomo<>rammes soul idenliques, de Lei I e sorte que Ion 
piusse superposer ees deux niminp'iininir.s parlielsen l*;« i sa n 1 eoincider 
]<\s supports de ees deux eclielles sans se preoceuper de leur gradua- 
tion. On obliendra ainsi tin nomogram me a double aiignement repre- 
sentatif de J'cquation (i) etayanl comimi cltarniere le support com mun 
des deux eclielles (Z). 

L’equation du support de Feelielle {Z) du nomogramme [z^z-.Z) 
sobtient par elimination < I <» .s ; , et enlre les equations 


( ’> ) 


x ~ h 


• V 5 


y — 


= n 


3 4 


qui delinissenl eelte eelielle en coordonnees earlesiennes el liomo- 
i;enes. De meme Fequation du support de beebeUe (Z) eorrespon- 
danl an second nomogrnmmc (?-.-$ v. s ) sobtient par elimination 
de c i , z-* < ‘ill re les equations de eetle dernierc eelielle, savoir : 


(<> 


X = I' 12? .r = ( -U2, 


Hi*. 


II est inleressanl de remarquer que ehaeune des deux condi- 
tions (/j) n est autre chose que Inequation ( i ) mise sous la forme 

= •l‘, v . 

Oela pose, les drux syslemes des lonelions ineonnues ( I'.,, (j 2 , U 2 ) 
ct ( b :} \ ^ G :ri , 1 1 ;t -, ) s obhenuenl par la resolution des deux idenliles 
smvanles : 


(7) f 2 l , 2:n“i- < *2 II 2 — ° ( quels que soienl z : . et ) y 

• N > f 3'.d < 2 :n~r - ( <;iV < « •> :{ “H I bi V U i :i V ^ O I < J U e 1 CpiC Soil Z., ), 

qui, avee Icquation ( i), domienl par elimination le premier deter- 
minant c here lie ( ?>. ). 

De meme, les deux syslemes des lonelions ineonnues (hV Gj, II .) 
el tb r _>, O ia , * 1 1 , o ) sont louruis par les deux identites suivantes : 

( 9) bi f 12:1 “t" I >;{ H3 H]o:j = o 1 quels que soienl z->), 

(10) I 1 12 f 12 ;$ Gj 1 2 ( • 1 2:{ -f~ H 1 2 1 1 1 2.{ ^ o (quel que soil Z:t), 

qui, avee lequalion ( i ), donnenl egalemenl par elimination le second 
dele rminant (.’> 4 . 

Remarque. — II arrive dans la pratique que les equations des 
supports des deux eclielles (Z) des liomo^rammes (z t Z/, j, 
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rapportes a 1111 meme systeme d’axes, sont reelles et homogenes eii 
x , jp, z, mais non identiques. Dans ce cas, si ces equations repre- 
sentent des droites on des coniques, les deux nomogrammes pourront 
etre to uj ours superposes d’une infinite de manieres par application 
de la transformation homograpliique la plus generate (n° 43). 

Pour cela, il suffira de multiplier les deux determinants genera- 
teurs (2 ) et (5) respectivement par deux determinants transforma- 
teurs (tels que D du n° 43) dont on determinera les parametres 
A. u, v' respectifs de facon a realiser la coincidence des deux 
echelles (7). 

”. Equation a quatre variables cVordre nomographique 6 la 
plus gene rale. — Une telle equation centre dans le type precedent, 
attendu qu'elle pent se mettre sous les deux formes suivantes ( 1 ) : 

< 1 1 ) f\ ( A A 23 4- G, b 13 -p- h, c 23 ) 4- ^ (/ 4 a; 3 h- gk b; 3 h, c; 3 ) 

• + Ai(/*a 5 s 4 -^bs, + a 4 c' 3 ) = o, 

('■*) A (A a m g, A03 •+• h t A" 3 ) -4- g k (/, b 23 + gi b; 3 + ^ b; 3 > 

h^(fi C 23 + ^iC 23 + hi C'23) = o, 


dans lesquelles, les a, b , c representant des constantes, on a, d’une 
maniere generate, 


^23 — a^fz-h a s f 3 -{- a±, 

B 2 3 = bififi-'r- b 2 f. 2 ~\- 6 3 < / 3 - 1- hi, 
C 23 — Ci f’xfi, 4-- c 2 y 2 -+- C 3 / 3 -4- c 4 , 


c'i/ 2 / 3 -e c\f % -\-c\f z 


r 



Pour mettre (11) et (12) sous forme des determinants (2) et (3) 
ci-dessus, M. Boulad leur a applique les identites (7), (8), (q)et(io). 
II est arrive ainsi, en posant 


er 


A, = a L x 4- a\y -+- d’ h 

B i =b i x+b' i y+b* ii 
C/ = CiX - f- c)jk 4- c) 

A/ = a? 4 - 4- Ci, 

A) = a) if 4- b'iy 4 - c), 

— a i x "+■ JK 4- Cj , 


C) B.4, p. 3. 
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a etablir que si les relations 


ANNEXES. 


B, ^£ = 21^ Ci 

K = c7 “ Al = Hi ^ C7 

et 

a^_a4_a,__a;__a; 

_ ^ ^ _ = _ 

satisfaites , quels que soient x et y, V equation ecrite sous la 
forme (i i ) (12) est representable par un nomo gramme a double 

alignement sur lequel la charniere est une conique servant de 
support commun aux echelles (z 2 ) et (zf). 


IV. — Calendrier perpetuel nomographique. 


A l’epoque 011 il etait encore noire eleve a FEcole des Fonts 
et Chaussees, M. A. Crepin, ingenieur des Pouts et Chaussees 
(fils de F autre ingenieur des Fonts et Chaussees cite page 58 ), 
a tres ingenieusement exprime la loi traduite par le calendrier per- 
petuel sous forme d un nomogramme a Iriple alignement ( 1 ). 

Ce calendrier perpetuel nomographique, reproduit par la figure 1 <82, 
ne comporte que des echelles rectilignes paralleles, dont quatre rela- 
tives aux donnees (quantieme, mois, siecle et annee) (-) et une a 
Finconnue (jour de la semaine), plus deux charnieres E, et E 2 
egalement paralleles a ces echelles. G’est, en somme, la un exemple 
de composition d’echelles paralleles (n° 94 ). 

Le mode d’emploi est le suivant : F alignement du quantieme et du 
mois donne sur la charniere E, le point P 1 ; F alignement du siecle et 
de F annee donne sur la charniere E 2 le point P 2 ; F alignement P< P 2 
coupe la derniere echelle en un point qui correspond au jour 
c here he. 


Les alignements traces sur la figure en traits interrompus cor- 
respondent a F exemple : 20 mars 1880, pour lequel on lit la 
reponse : jeudi. 

Nous ferons remarquer que cette ingenieuse disposition de calen- 


( l ) Public dans la Nature ( nurnero du 12 juillet i()i 3 , p. 122). 

( 2 ) Les annees ordinaires (sur l’echelle « annee ») et seculaires (sur 1 ’echelle 
« siecle » ) qui sont bissextiles sont indiquees par l’encadrement de leur nurnero d’ordre. 



Fig. 182. 

Quantieme Mois Jour Siecle Anne© 



d’ocagne 


30 












NOTE A DDITIONNELLE. 


4?0 


drier perpetuel permet de prendre comme inconnue Fune quelconque 
des cinq variables qui j intcrviennent. Proposons-nous, parexemple, 
de trouver les coincidences d un premier jour de siecle (i er janvier 
Xoi) avec un premier jour de semaine, c’est-a-dire avec an lundi. 
L’alignement qui joint le point cote 1 de Fechelle du quantieme 
au point cote Janvier (non bissextile puisqu’il s’agit d’une anneeoi) 
de Fechelle du mois coupant la charniere E, en un point que nous 
appellerons P, (qui est celui immediatement au-dessus du point P, 
de la figure), et Falignement qui joint ce point P) au point L du 
milieu de Fechelle du jour (les autres points L ne donnant pas de 
solutions dans les limites de la graduation, comme on le verifie aise- 
ment) coupant la charniere E 2 en un point que nous appellerons P' 2 
(qui est, sur cette charniere, le plus voisin de l annee 09), on voit 
que Falignement qui joint ce point P' 2 au point de Fechelle de l’annee 
cote 01 coupe Fechelle du siecle en son point le plus eleve qui porte 
les cotes 5 , 12, 16, 20. Par suite, les annees 5 oi, 1201, 1601, c’est- 


a-dire les 6 ( “, i 3 ° et 17* siecles ont commence un lundi; 
de meme du 2i e siecle. 


et il en sera 


M. Grepin a complete ce calendrier par un ingenieux dispositii, 
encore inedit, egalement f'onde sur le principe des points alignes, qui 
permet de determiner la date de Paques pour une annee quelconque. 


NOTE AD 0 ITIONNE FEE. 

A la liste, d’ailleurs, bien incomplete, des principales applications 
de la methode des points alignes, publiees par divers auteurs, qui 
figure au renvoi ( 3 ) de la page xn, il convient d’ajouter : 

i° L. Jacob. — Resistance et construction des bouches d feu. 
A utofretlage (Ouvrage faisant partie de 1 ’ E ncyclo pedie scienti- 
fique; 2 e edition, 1920). Dans cet Ouvrage, tous les calculs, tant du 
frettage ordinaire que de Fautofrettage, sont systematiquement traduits 
en nomogrammes a points alignes. Ges nomogrammes sont d’ailleurs 
ceux qui, sous la direction de Fauteur lui-meme, ont pcrmis, pendant 
la guerre, aux Etablissements Schneider, de mener a bien, dans un 
temps tres court, les etudes relatives au nouveau materiel d’artillerie. 
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2 0 W.-B. Morton et Miss Harvey. — An application of Nomo- 
graphy to a case of discontinuous Motion of a Liquid (Philoso- 
phical Magazine, 1916, p. i 3 o). 

On rencontre dans cet interessant Memoire un exemple remar- 
quable de probieme emprunte a l’Hydrodynamique, ou la methode des 
points alignes reduit a un extreme degre de simplicite des calculs qui, 
sans ce secours, seraient a peu pres inextricables. « The equations 
— disent, en efFet, les auteurs — which embody the result of the 
analysis are too complicated to admit of arithmetical calculation of 
special cases. It is the purpose of this note to point out how numerical 
results can be obtained by means of the graphical methods deve- 
loped by M. d’Ocagne. » 
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